Google 



This is a digital copy of a book that was preserved for generations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 
to male the world's books discoverable online. 

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 
to copyright or whose legal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country (o counlry. Public domain books 
are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this file - a reminder of this book's long journey from the 
publisher to a library and finally to you. 



Usage guidelines 



Wc also ask that you: 



y accessible. Public domain books belong 【( 
g technical restrictions on automated querying. 



- Make non -commercial use of the files Wc designed Google Book Search for use by individuals, and we request (hat you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

- Refrain from automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's system: If you arc conducting research on machine 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laigc amount of text is helpful, please contact us. Wc encourage the 



- Maintain attribution The Google "watermark" you & 



- Keep it legal Whatever your use, remember that you are responsible for ensuring that what you arc doing is legal. Do not assume that just 
because wc believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is sUll in copyright varies from country to country, and we can't offer guidance on whether any specific use of 
any specific book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 



About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps readers 
discover the world's books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full icxi o「 ihis book on the web 

ai| ht tp : / /books . google . com/| 



Google 



A propos de ce livre 

Ccci est Line copic numdrique d'un ouvrage conserve depuis des generations dans les rayonnages d'unc bibliothi^uc avant d'fitrc numdrisd avcc 
precaution par Google dans le cadre d'un projet visant h permettre aux intemautes de d&ouvrir 1' ensemble du patrimoinc littdrairc mondial cn 
lignc. 

Ce livre ^tant relativement ancien, il n'est plus prot^g^ par la loi sur les droits d'auteur et appartient h present au domains public. L' express ion 
"appartenir au domains public" signifle que le livre en question n'a jamais 化 soumis aux droits d'auteur ou que ses droits l^gaux sont arrivds ii 
expiration. Les conditions requises pour qu'un livre tombe dans le domains public peuvent varier d'un pays h F autre. Les livres libres de droit sont 
autant de liens avec le pass6. lis sont les t^moins de la riches sc dc notrc histoire, de notre patrimoine culturel et de la connaissance humaine ct soni 
trap sou vent difficilement accessibles au public. 

Les notes de has de page et autres annotations en maige du texte pr^sentes dans le volume original sonf reprises dans ce flchier, comme un souvenir 
du long chcmin parcouru par I'ouvrage depuis la maison d'Mition en passant par la bibliothi^uc pour fmalcmcnt se retrouver entre vos mains. 

Consignes d 'utilisation 

Google est fler de travail Icr cn partcnariat avcc dcs bibliothtqucs ii la numdrisation dcs ouv rages appartcnant au domainc public ct dc les rcndrc 
ainsi accessibles h tons. Ces livres sont en effet la propria de tous et de toutes et nous sommes tout simplement les gardiens de ce patrimoine. 
D s'agit toutefois d'un projet coflteux. Par cons6^uent et en vue de poursuivre la diffusion de ces ressources in^pui sables, nous avons pris les 
dispositions n&essaires afin de pr^venir les dvcntucls abus auxqucls pourraicnt sc livrcr dcs sites march and s tiers, notammcnt cn instaurant dcs 
contraintes techniques relatives aux icqufitcs automatisdcs. 
Nous vous demandons ^galement de: 



- Ne pas utilise r lesfichiers & des fins commerciales Nous avons congu le programme Google Recherche de Livres h F usage des particulicrs. 
Nous vous demandons done d'utiliser uniquement ces flchiers h des fins personnelles. lis ne sauraient en effet Stre employes dans un 
quelconque but commercial. 

u syst^me Google. Si vous effect ucz 
s ou (out autre domainc ndccssitant dc disposer 
d'importantes quantity s de texte, n'h^sitez pas h nous contacter. Nous encourageons pour la realisation dc cc type dc travau\ F utilisation dcs 
ouvrages et documents appartenant au domains public et serious heureux de vous Stre utile. 



- Ne pas supprimer rattributionhe ^iigra 



former les intemautes dc notrc projet 
igrammc Google Recherche de Livres. Ne le supprimcz cn 



aucun cas. 



- Rester dans la Ugalit^ Quelle que soil F utilisation que vous comptez faire des flchiers, n'oubliez pas qu'il est de voire rcsponsabilitd dc 
veiller h respecter la loi. Si un ouvrage appartient au domains public am^ricain, n'en dMuisez pas pour autant qu'il cn va dc m£mc dans 



les autres pays. 

les ouvrages dont F utilisation est autori 
Recherche de Livres signifle que celui-i 
vous c\poscricz cn cas 



Nous ne sommes done pas en mcsurc dc rdpcrtoricr 
is& et ceux dont elle ne I'est pas. Ne croyez pas que le simple fait d'afflcher un livre sur Google 
peut Stre u(ilis6 de quelque fa§on que ce soil dans le monde en tier. La condamnation h laquelle vous 



A propos du service Google Recherche de Livres 

En ravorisant la recherche et Facets h un nombre croissant de livres disponibles dans de nombreuses langues, dont Ic franQais' Google souhaitc 
contribuer h promo u voir la diversity culturel le gr§ce h Google Recherche de Livres. En effet, le Programme Google Recherche dc Livres pcrmct 
au\ intemautes de d&ouvrir le patrimoine litt^raire mondial, tout en aidant les auteurs e( les 6di(eiirs h 61argir Icur public. Vous pou vcz cr「oc【ucr 
dcs rccherches en ligne dans le texte integral de cet ouvrage h radressefhttp ： / /books .google . com| 








.i. 一 




i 



j 



i 





or2 >: 



TRAITE 



DE 



CINEMATIQUE. 



Paris. 一 Imp. Gauthier-Yillars et file, 55, quai des Granda-Augustins. 



TRAITE 

• . 



CINEMATIQUE 



/ 



PARIS, 

GADTEnER-VlLLAfiS ET FRS, UBRAIRES-^DITEDRS 

DU BrRBAV DBS L0KG1TDDB8, DE l'eGOLE POL VTBCBHIQUE, 

Quai des GraDds-An guati as, 55. 

1888 
ITou droili rHtnii). 



INTRODUCTION. 



La Cinema ti que ou etude g^ometrique dii mouvement 
a el^ congue par Ampere et son enseignement a el^ inau- 
gur^ a la Sorbonne, en i838, par Poncelet. 

Au debut, Poncelet ii'avait en vue que la theorie 
g^omelrique des principaux organes de transmission de 
mouvement, mais, en i84i, il agrandissait le cercle des 
idees geometriques relatives au mouvement curviligne et 
introduisail dans la Science la notion fon dam en tale des 
accelerations geometriques. 

La Cinematique s'est enrichie, depuis cette epoqiie, de 
n ombre ux travaux et son enseignement confix, dans ces 
derni^res ann^es, a de savants geometres, MM. Picard et 
Poincare, a pris ime Ires grande extension. 

A. la Sorbonne et dans plusieurs autres Facultes, les 
compositions ecrites de Licence comportent toujours un 
probl^me de Cinematique, et les candidats ne poss^dant 
que les notions de cette Science que I'on trouve dans les 
Traites de Mecanique ralionnelle meme modernes, sont 
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souvent fort embarrasses pour les r^soudre. J，ai cherch6 
a combler cette lacune, tout en donnant k mon Traits un 
caractire classique, Je me suis d'ailleurs inspire des 
Cours de la Sorbonne, auxqiiels j'ai fait de larges em - 
prunts ； j'esp^re ainsi 6tre utile aux candidats k la Licence 
et a FAgr^gation, qui trouveront aussi de nombreuses 
applications sur la Cin^matique dans mon precedent 
Ouvrage intitule Compositions Analyse et de Meca- 
niqiie. 
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CHAPITRE L 

MOUVEMENT D'UN POINT MATfiRIEL. 



1. ― Prdliminaires. 

Ampere a defini la Cin^mallque : Petude du mouvemenl 
ind^pendamment des causes qui le produisent, c'est-a-dire 
des forces. A c6te de la notion d'espace qui fait Fobjet de 
la G^om^lrie, la Cinematique introduit la notion du temps. 

1. De la grandeur geometrique. 一 On appelle gran- 
deur geomStrique une longueur OA {Jig. i), portee sur 
line direction donnee, dans un sens determine. 

Soil OB une seconde grandeur geometrique ； menons 
AB' ^gale et parallels a OB, et de m^me sens, la grandeur 
OB, est appelle la somme geometrique des grandeurs OA 

ViLLiE. 一 Cinematique. i 
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et OB et I'on 6crit 

(OB') 三 （OA) + (OB). 

Cette grandeur OB', diagonale du parall^logramme 
construit sur OA et OB, s^obliendrait encore en prenant 
d'abord OB, puis BB' 6gal et paralUle a OA ； done 

(OB') = (OA) + (OB) - (OB) + (OA). 

Soil ensuite B'C ^gal et parallele k 0C， OC' est la 



Fig. I. 




somme g^omelrique de OA, OB, OC, et l，on a 

(OC,) = (OA) + (OB) + (OC). 

De ce qui pr^cJde et d'un th^oreme connu en G^ome- 
Irie on deduit cette consequence : 

La projection de la somme de plusieurs grandeurs 
geomitriques est egale a la somme des projections de 
ces grandeurs. 

Quand la projection est orthogonale, ce theor^me se 
traduit par requation 

OG' X cosX 二 OA X cos a + OB x cosp + OG x cos 丫， 

a, p， Y, X etant les angles de OA , OB, OC, OC avec la 
direction des projections positives. 
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2. Des triedres direct et inverse. ~~ - Supposons qu'un 
observateur se place le long d'une ar6te d'un tri^dre 
{fig* 2), les pieds en 0， et que, pour cet observateur, le 
sens de la rotation qui am^nerait Oy sur Oz soil le 
m^me que celui de la marche des aiguilles d'une montre 
(de gauche a droite) ； il en sera de m^me si Fon se place 
sur Oy pour voir tourner vers Ox^ et eniin sur Oz 

Fig. 2. 




pour voir tourner Ox vers Oy, On dira alors que le 
triedre a un sens de rotation direct ou positif; dans le 
cas contraire, le triedre est inverse ou negatif : exemple 

秦 

Remarques. 一 I. En M^canique, le sens direct ou positif 
des rotations est de gauche a droite, c'est le contraire en 
Astronomic, 

En Geometrie plane, le sens positif des rotations est tou- 
jours de Ox vers Oy, 

II. Quand un triedre O'ABC {fig* 3) a meme sens 
de rotation qii'un autre triedre Oxyz^ on peut I'amener 
a coincider avec ce dernier, en le deplagant et le defor- 
mant d'une maniere continue, mais sans qu'il cesse d'etre 
un triedre, c'est-a-dire sans que ses aretes sbient jamais 
dans un meme plan. 

En effet, d^plagons le triedre O'ABC, de maniere que 
O' vienne en 0， O'A en 0«r， le plan AO'B sur le plan^OjK, 
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et de telle sorte que OC el Oz soient du mSme cdt^ de 
ce plan. Soil OA»iB,C, le tri^dre ainsi transport 谷， OB, 
sera du m6me c6l6 de Ox que Oy; en deformant ce 
triedre de mani^re que OB, vienne d'abord en Oy, puis OC, 



Fig. 3. 




en 0>3, on r^alisera la coincidence sans que, dans ces de- 
formations, le triedre ait jamais eu ses Irois aretes dans un 
m^me plan. 



3. On pent recdnnaiire le sens de la rotation d'un 
triedre O'ABC cn le comparant au triedre direct des co- 
ordonn^es rectangulaires Oocyz, 

Soient a, y; J ， P'， a',， P〜 les cosinus directeurs 
de O A, O B, O'C ； posons 



A 



« P T 



et supposons que le triedre O'ABC soil direct ； si nous le 
transportons et le deformons de maniere a ^tablir la coin- 
cidence avec Oxyz^ A variera d'une maniere continue, 
mais sans jamais devenir nul， car △ 二 o indiquerait que 
les trois aretes sont dans un meme plan ； done le d^ter — 
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minant A gardera im signe constant et ce signe est ^vi- 
demment positif, car, quandla coincidence est obtenue, on a 



a 二 o, 
a" — o, 



p 二 o, Y 二 o， 
二 I , y' ― Oj 
p*^ 二 o, /二 1: 



et par suite A = H- i . D'un autre c6te, le determinant 
du iri^dre inverse O'A'BC est evidemment egal a 一 A. 
D'ou cette r^gle : suivant que le trifedre est direct on 
inverse, on a A < o. 

2. 一 Vitesse d'un point materiel. 

4. On nomme systeme invariable un syst^me g^ome- 
trique de points qui reste toujours superposable k lui- 
m^me; les distances respectives de ses points restent, par 
consequent, constamment les memes. 

Trois points d^terminent la position d'un systeme inva- 
riable, car tout autre point du systeme est determine par 
ses distances in variables ct connues aux trois points con- 
sider 豸 s et par la condition que dans toiites ses positions 
le letra^dre forme par ces quatre points reste superpo- 
sable au tetra^dre initial. 

Tout systeme mobile, invariable ou non, pouvant etre 
regarde comme un systeme de points mobiles, il est na- 
ture! de commencer par I'etude du point materiel isol6. 

Soil M {fig* 4) un point decrivani une courbe, que 
I'on nomme sa trajectoire, suivant une loi donn^e, de 
maniere, par example, que I'arc s decril a partir d'une 
origine A, soil une certaine fonction du temps, et soient 
M et M, ses positions aux temps 《 et 《+ A" on appelle 
grandeur de la vitesse du point M, k I'instant 《, la 
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V 二 lim 



arc MM' 



qiiand △《 lend vers z6ro， et l，oii porte cetle longueur sur 
ia tangente a la courbe en M, dans le sens du mouvement 
effectif. Ge sens pent d'ailleurs n'^tre pas le m6me que 

Fig. 4. 




celui qui a prls pour sens des arcs positifs, mais on 
peut dire, en tous cas, que la vitesse est la grandeur 

geometrique v = portee sur la tangente, dans le 

sens des arcs croissants, mais en tenant compte de son 
signe. En effet, si > o， ou ds 〉 o， le mouvement a lieu 
dans le sens des arcs croissants et la grandeur y = v doit 
^tre portee dans le sens positif. Si v <io^ ds <i o, le mou- 
vement a lieu dans le sens des arcs decroissants, la gran- 
deur absolue V de 】a vitesse est 一 v et elle doit 房 tre 
portee dans le sens des arcs decroissants, ce qui revient 
a porter v dans le sens des arcs croissants, en tenant 
compte de son signe. 



S. Qiiand I'espace parcouru par le point mobile croit 
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proportionnellement au temps, le mouvement est dit 
uniforme. Si done Sq d^signe I'arc de trajectoire compt6 
k partir de I'origine A des arcs jusqu'4 la position occup^e 
par le mobile a I'epoque 《。, on doit avoir par definition 

s 一 SQ-=.a{t 一 《0)， 

d'ou 

ds 

V =1 ~ = a: 
dt ' 

done alors la vitesse est le rapport constant de I'espace 
parcouru au temps employe a le parcourir. 

• 6. TnfiOR^iMB. 一 La projection sur un axe, ou sur un 
plan, de la vitesse d，un point mobile, est egale a la 
vitesse de la projection du point sur cet axe ou sur ce 
plan. 

En effet, mm' 6tant la projection de I'arc MM' d^crit 
dans le △《， la grandeur g^om^trique port^e sur MM' 

prolong^ a pour projection - port^e sur la direction 

mm!. A la limite, on concliit que la projection de la vitesse 
du point M est celle du mouvement du point m, projec- 
tion du point M. 

7. Projections de la vitesse en coordonnees rectan- 
gulaires. 一 La vitesse du point m， projection de M sur 

Ox^ ^tant ―, puisque pour s — x^ les projections de 

la vitesse de M sur les trois axes coordonnees sont res- 
pectivement 

dx dy dz 
dt , dt dt , 
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on en d^duit 



- -,. djc， dy^ dz^ 
V- ― 1 — t- — h — . 



Les cosinus directeurs du sens posltif de la vitesse ont 
pour expressions 

dx ^ dy dz 

cosot 二 "^， cos p =： J cos y z=i —'j 

ces formules sont evidentes quand ds〉 o, comme on le 
suppose to uj ours en Analyse, parce qu'alors la' droite ds 
a pour projections sur les trois axes dx, dy et dz \ elles 
sont encore vraies si ds <C o, puisque les trois differen- 
tielles doc, dy et dz changenl de signe en meme temps 
que ds. On pourrait en d^duire les expressions prec^dem- 
ment trouv^es, des projections de la vitesse sur les axes 
coordonnes ； on a, en effet, pour la projection de v sur Ox 

ds ds dx dx 

V cos a ― -r cos a 二丁 丁二 了. 
at at ds at 

8. Mouvement d,un point sur un cercle. 一 Soil r le 
rayon du cercle, dont le centre est pris pour origine ； 
comptons les arcs croissants dans le sens ou croit I'anglc 
= ； rOM， on a alors 

A if AG • 

ds 

"二 5" 《二" 5? 二" 厂， 

en posant w = w， vitesse d'lm point situ^ sur 0M， 

a une distance du centre ^gale a I'unit^, est la vitesse 
angulaire. 

Les projections de sur les axes Ox et Oy sont res - 
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pectivement 



dx <f (r COS0) r sin 6 

— m 二 — ― 一 to y , 

dt dt dt 力 

dy ^(r sin6) r cos 6 <i6 

-i^ 二 ~~ - "― ； 二 ； 二 （0 

dt dt 



La rotation est uniforme, quand varie proporlionnel- 
lement au temps 、 

6 — 00 二昨一 "）， 

alors 



(0 二 — r- 二 a 二 con si. 



9. Projections de la vitesse, en coordonnees polaires 
planes, sur le rayon vecteur et sa perpendiculaire * — 
Pour projeter la vitesse sur le rayon vecteur prolonge et 
la perpendiculaire a ce rayon, menee dans le sens des 
angles croissants, il suffit de projeter sur ces directions 
Pare A5; or ces projections sont, a des infiniment petits 
du second ordre pres, Ar et rAO; done les projections de 

宗 sur ces deux directions sont 

dr , M 
-7- =：： r' et r 丁 二 厂 6' ： 
dt dt ， 

la premiere s'appelle vitesse de glissement, la seconde 
vitesse de circulation, 
Enfin on a encore 

dr^ -+- r^d^' 
V* 二 十」: 二 + rH'^'. 
at* 

10. Coordonnees polaires generalisees. ― Soil unc 
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courbe fixe A (Jig* 5); un point quelconque M du plan 
peut 6tre d^fini par 1' angle que fait avec I'axe fixe O 工 
la normale Mm men^e de M ^ la courbe A, et par la dis- 
tance M/w = r. Projetons la vitesse de M sur mM pro - 
long6 et sur la perpendiculaire mT; ^ cet effet, menons 



Fig. 5. 




cT 



par les deux points infiniment voisins M et M' de la tra - 
jectoire de M， des courbes parall^les a A, la projection de 
MM' sur mM sera MP = Ar. Pour calculer la projection 
MK de MM' sur mT， remarquons que le point C inter- 
section de deux normales infiniment voisines, tend vers 
le centre de courbure de A, qui est aussi celui de MK; 
done si R est le rayon de courbure de A 

arc MK 二 （R+,;)M， 



les projections de la vitesse de M sur les deux direc- 
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•lions rectangulaires mM et mT sont par suite 

dr /r* 、 



11. Methode de Roberval (xvii* si^cle). 一 Gette me- 
ihode, qui a pour objet le trace des tangentes aiix courbes, 
a pr^ced^ la d^couverte du Galcul infinitesimal. La tangente 
k une courbe n'est autre cliose que la direction de la 
vitesse d'un mobile assujetti k decrire celte courbe ； si 
done on connait les vitesses des projections du point sur 



Fig. 6. 




deux droites, ou simplemenl des quantity s proportion- 
nelles, on construira facilement la tangente a la courbe en 
question. Tel est le principe de la methode de Roberval, 
-que nous allons mieux faire connaitre en rappliquant a 
quelques exemples. 

I" Soient M un point mobile sur une ellipse {Jig* 6)， r 
€t / les rayons vecteurs de ce point, issus des foyers F 
et F,; les projections de MM' sur ces rayons vecteurs sont 
MP = dr et 一 MP' = dr' , done les projections de la 

vitesse sur FM et MF' sont et 一 Or, de la relation 
on d^duit dr = 一 dr' ; done les projections de la vitesse 
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sur l，im des rayons vecteurs et 】e prolongement de 1' autre, 
sont 6gales, d'ou la construction connue de la tangente a 
Tellipse. 

2® Consid^rons une conique ay ant F pour foyer et DD' 
pour directrice correspondante (Jig» 7), on a 

r c , dr dr, 

"7 二一二 r 二 er , -r- ― e —r • 

r' a ' dt dt 

Concevons un point M d^crivant la courbe, les projections 
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• dr dr^ 

de la vitesse sur MF et MP sont r et r- et leur 

dt dt 

rapport est e = -py done en prenant sur MF et MP des 

longueurs proportionnelles a r et r', par exemple MF = r 
et MP = /、', puis ^levant en F et P des perpendiculaires a 
MF et MP, leur point d'intersection D appartiendra a la 
tangente. 

On retrouve ainsi cette propriete, que du foyer F (Tune 
conique, on voit sous un angle droit la portion MD de 
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la tangente comprise entre le point de contact et la 
directrice. 

30 Plus gen^ralement, on peut obtenir la tangente a la 
courbe /(r, r') = o, ou r et r' d^signent les distances 
d'un point quelconque M k deux p6les ou k deux courbe s 
fixes. On 'a, en effet 

df, df It d? 

二。， 5^ 二 1; 



dt dr 

done les longueurs 一 ^p- et ^ prises sur les rayons vec- 

teurs r el r'， a parlir de M, seront les projections d'un 
point de la tangente. 

12. Projections de la vitesse en coordonnies cy Un- 
ci riques ou semi-po laires . ― Les coordonn^es semi- 
polaires d'un point M sont le z de ce point et les coor- 
donn^es polaires r et 6 de sa projection m sur xOy^ 

La projection de la vitesse de M sur Oz est ― - Sur 

0/w et sa perpendiciilaire menee dans le sens ou croit, 

, . 1 1 dr . 1 

les projections de la vitesse seront et '，^， puisque la 

vitesse de m est la projection de la vitesse de M sur xOy, 

13. Projections de la vitesse en coordonnees spht- 
riques ou polaires. ― Soient p, et 9 les coordonnees 
polaires du point M {fig* 8); ds est la diagonale d'un 
paralleiipipede rectangle dont les c6tes sont dp sur 0M， 
prfO sur la perpendiculaire a 0M， dans le plan azimutal 

et dans le sens dans lequel croit et enfin 
p sin rfcp sur la perpendiculaire au plan zOM^ dans le 
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sens des angles 9 croissants. Done les projections dc la 

Fig. 8. 



vitesse ^ sur ces trois directions rectangulaires sont 

dp . h d。 

■i， ^Tt 

14. Composantes de la vitesse en coordonnees cut vi- 
lignes. 一 Soil le systeme triple 

/i (-， y> -) 二 pi， A i^j y, -) 二 p2 Mx、 7» ^二 p3 ， 

qui definit un point M (义， JK， z) en fonclion des trois para- 
metres Pi, p3 ； ces param^lres sont les coordonnees cur — 
vilignes de M, et ce point est a l，intersection des trois sur- 
faces correspondantes. Cherchons les composantes de la 
vitesse de M， sur les trois tangentes aux courbes d'inter- 
section de ces surfaces deux a deux, c'est-a-dire les lon- 
gueurs qui, portees sur ces tangentes, out pour somme 
g^ometrique la vitesse de M. 

Soient a" , 丫, les cosinus directeurs de la tangeiite 
MA a la courbe intersection des surfaces p2 et ps, et ainsi 
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de suite ； z 6tant regard 谷 es comme foncti'ons de 

Pi , p2 et p3, on a 

dx dpi doc dp^ 一 ^ dx do 
dp, dt (^ps dt 一 Jmd dp dt^ 

dx 



dx ― dx dpi 
dt ― dpi dt 



=1 



dx 
P 



二 24V' 



Et de m^me 




dz 



=》M 



To 



dx 



dz 
了? 



Done, si I'on porte siir MA la longueur 



'dt 



siir 



MB 



dpi 



dt V 

et en fin sur MC 



dt \ \ Pa 







\WJ ， 




！^〜 2 


[ dzy 
V<W ， 


' / (^^\ * 




(dzy 
\<^p3/ ， 



la somme g^om^trique de ces trois longueurs aura les 



1 6 TRAITE DE CINEMATIQUE. 

rofimes projections que la vitesse siir les trois axes Oxj 
Oy et O^; done ces trois longueurs soDt les composantes 
de la vitesse. 

3. ― Acc616ration dans le monvement d，uii point 

materiel. 

15. Soient S {Jig* 9) la trajectoire d，un point, M et M' 
ses positions aux epoques 《 et 《 + △《， MT sa \itesse en 



Pig- 9- 




M， IVri" sa vitesse en RT ； par M menons une droite MT,, 
^gale et parallele a M'T' et de m^me sens, et joignons TT". 
On appelle acceleration du mobile en M, la limite d'une 
parallele menee par M a TT", et de longueur egale a 
TT〃 

Hm -—-y le sens dc cette droite 6tant dirig^ de T vers T', • 



16. Projections de U acceleration en coordonnees 
rectilignes redan gulaires, 一 Soient oc, )'， z les coor- 
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donn^es de M ； les projections de la Vitesse MT sont 

da^ . dy dz 
dt, dt, dt, 

el celles de la vitesse M'T' 

dx , dx dy ^ dy dz dz 
[_ 厶 — ， — ii. + A ， f- 厶 — • 

dt dt dt dt dt dt, 

done la longueur TT〃 qui est I'accroissement geometrique 
de la vitesse de M a pour projections 

1 dx ' dy ^ dz 
A — > A —― y A — • 
dt dt dt 

Divisant ces expressions par A《 et passant a la limitc, 
on a pour les projections de P acceleration y 



1^ 



dtt dt^ di' ' 

elles determinent enti^rement cette droite qui, par defi- 
nition, part du point M. 

L'acceleration 丫 est qiielquefois appel^e variation ou 
derivee geometrique de la vitesse; on appelle alors diffe- 
rentielle geometrique de la vitesse ou acceleration 
elementaire^ le produit 丫 dt, de me me que la vitesse 6le- 
mentaire est ^ dt, 

17. Th^oreme. 一 La projection sur une droite ousur 
un plan de V acceleration d,un point mobile est I' acce- 
leration de la projection du point mobile sur la droite 
ou sur le plan. 

On demontre ce theoreme en projetant le triangle 
MTT'z sur la droite ou le plan, les projections de MT el 
MT,, repr^sentant les vitesses de la projection du point. 

ViLLiK. 一 Cinematique. 2 
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Dans un mouvement rectiligne siiivanl 0«r， P acceleration 

est — r-r ； ehe esl nuUe si ce mouvement est unitorme, mais 
dt^ ， 

elle ne Test pas dans un mouvement curviligne uniforme. 



18. Projection de r acceleration sur la tangente et 
la nor male principale d la trajectoire, 一 Soienl a, P, y 
les angles avec les axes coordonn^es de la tangente a la 
trajectoire, dans le sens des arcs croissants, X, jjl, v les 
angles que fait avec les memes axes le norm ale principale, 
dirig^e du point M vers le centre de courbure ； on a 



pcosa, 



d'ou 



1^ 



dx 
'di 

dv 

― -r-cosa + f> 



dcos a 



mais, en designant par R la valeur absolue du rayon de 
oourbure, on a 



d'ou 



et enfiQ 



cosX = 


, dx 
a —7- 

R 夕 = 
as 


ds 


cosa 
dt ' 


cosX ds 
~ K dt 


cosX 
二 P K 


dt" ― 


5^cosa + 


^ cosX, 


々― 
^一 


dv ^ 




dtt ― 




jj- cosv. 



Done I'acc^leration esl la somme g^om^trique de deux 
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droites, Pane ^ port^e sur la tangente, dans 】e sens des 

arcs croissants, en tenant compte de son signe, et I'aulre 

^ dont la direction est celle de la normale principale; il 

en resulte que F acceleration est situ6e dans le plan oscu- 
lateur de la trajectoire. 

La premiere composante ^ est Y acceleration tangen- 

tielle et la seconde V acceleration centripete ou normale* 
Newton, daiis ses (( Principes 1687 », a 豸 te conduit a la 
notion de ces composanles pr^s de cent ans avant la de- 
composition de raccel^ration suivant trois axes, due a 
Maclaurin. 

Les resultats qui precedent peiivent etre etablis par la 
G^om^trie. L'acc^leration est, par definition, dans le plan 
MTT"， qui contient la tangente MT et une parallele a la 
tangente infiniment voisine, elle est done dans le plan 
osciilateur. Menons maintenant T〃P perpendiculaire a la 
tangente MT, TT' est la resultante de TP et PT,', done 

TT〃 TP PT〃 

-^j- sera la resultante de et Or, en appelant e 

I'angle de contlngence de la trajectoire 

TP 二 MT" cos s — MT 二 MT,' — MT 二 t/i^ 

on a ensuite 

PT" ― ((^ + di^) sing 二 (^e, 
PT" e e ds 

et l，on recoanait ainsi que V acceleration proprement 
dite ou to tale est la resultante des deux grandeurs ^et 
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g portees I'une sulvant la tangente, I'aulre dans le sens du 
rayon de courbure. 

19. Remarques. ― I. Si le mouvement est uniforme, 
racc^leration tangentielle est nuUe ； raccderation to tale 
est centrip^te. 

II. Quand la trajectoire pr^sente un point d'inflexion, 
son rayon de courbure est iniini et racceleration normale 
est nuUe en ce point. R^ciproquement, si racceleration 
normale est nuile, la trajectoire presente une inflexion an 




point correspondant, a moins que la vitesse passant par 
zero, le mobile ne rebrousse chemin. 

III. Quand un point se meut sur un cercle, la vitesse 

(； = ro) = r ^ 5 les composantes de Facc^leration sont 

r =r ^ suivant la tangente et y = r == r ― sui- 
vant le rayon. 

IV. L'acceleration to tale, dans un mouvement quel - 
conque, est egale au carre de la vitesse divise par la moitie 
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de la corde MQ {^fig* lo) qu'interceptele cercle de coiirbure 
sur la direclion de cette acceleration. 

En effet, I'acc^leration centrip^te ^ a aussi pour valeur 

Y C0S(p, d'ou 

TT 二 



Rcoscp MP AMQ 

20. Application au mouvement d，"n point qui se 
d 各 place sur une helice quelconque avec une vitesse 
constante. ― Supposons qu'un point M decrive une 
helice (Tun mouvement uniforme avec une vitesse con- 
stanle V, prenons parallele aux generatrices du 

cylindre, et soient X, Y, Z les coordonn^es de M, x, y, z 
celles de sa projection m sur le plan des xy] on aura, 
s ^tant I'arc d'helice compt6 a partir de sa trace sur le 
plan xOy^ 

^ — X =z o (.v), 

s 二 o, Z 二 Ks. 
Gherchons la vitesse dem : 

2 _ /f^Y (^^\' 

\dt ) \dt J \dc J ^ 



dz 

= o, 



d，ailleurs 



d'ou 



dxy fd\y (di: 一 

ds I \ ds ) \ ds 



cf/s(s) + f2(s) +K2 二 
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et 

i;« = V*(i — K". 

Done le rapport des vitesses de M et m est constant et 
comme V est constant, le sera aussi. 

Les accelerations de M et m sont egales et paralleles , 
pnisque 

(Px cPjr _ d^y d^z^_ dyi 一 

elles sont aussi normales, puisque Y el v sont constantes, 
on en conclut que la normale . principale a I'helice est 
normale au cylindre, ce que ron pouvait prevoir, puisque 
Fhelice est une Hgne g^odesique. 

L* acceleration normale de M est ttj celle de m est —； 

R r 

or elles sont egales, on en d^duit 

R V2 I 



r I — K*' 

ce qui montre que le rayon de courbure de I'helice en un 
point quelconque est proportionnel au rayon de courbure 
de la section droite au point correspondant. 

21. Projections de V acceleration en coordonnees po- 
laires dans le mouvement plan. 一 Nous ferons les pro- 
jections comme pour la vitesse, suivant le rayon vecteur 
et une perpendiculaire a ce rayon, dans le sens des arcs 
croissants. 

Pour avoir la premiere composante A, nous projetterons 
sur le rayon les deux composantes rectangulaires 

d^x d?"Y 

et ―^, 

dt^ dti ， 
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ce qui donne 
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drx 



d-y • 



r 



dt 

d / dx dy 



r 



dt- 

dx、 + dV 



dt、 



dr 



d_ 
It 



^一厂 5^ 



dr- 



dt' 



On trouve de m^me pour la seconde composante 



13 二 



cos 6 



一 I + -TT Sin 



2 



1 d_ 
rdi 

I d 
/• dt 



X 



dy 
'Si 

db 
dt 



cos 6 =： y 

dx 

― 2 r'G' + rd". 



+ — 

2 



y IF- 



22. Projections de V acceleration en coordonnees 
semi-polaires, 一 La projection de racc^leration dii 

• . d!^z , . 

point M sur est toujoiirs Quant aux projections 

suivant le rayon vecteur Om et sa perpendiculaire dans 
le plan xOy^ elles sont respectivement 



,.〃 



一 r^'\ 



car les projections de racc^l^ralion de M sur ces deux 
directions sont celles de I'acc^l^ralion de m. 

23. Projections de V acceleration en coordonnees 
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polaires, 一 Cherchons les composantes A,B,C de I'accele- 
ration 丫 suivant le prolongemenl MP du rayon vecteur OM 
{fig* 8), la perpendiculaire MQ dans le plan azimutal 
5OM, men^e dans le sens dans leqiiel 8 croit, et la perpen- 
diculaire MR au plan ^OM dans le sens des arcs 9 crois- 
sants. A eel effet, consid^rons d'abord le point M comme 
ayant pour coordonnees seml-polaires 

z = pcosO, O m — r = p sin 6 et cp ; 

d'apr^s ce qui precede, 丫 aura pour projections 

sur z'\ 

surO/n r" ― rep'*, 



sur MK ' d … '、 ' d 
r 



11 reste a composer, suivant MP et MQ, les projections 
de Y sur O 石 et Om; prenons d'abord z" et r\ ce sont les 
projections suivant les deux axes rectangulaires Oz et Om 
de I'acc^leration de la projection de M， sur le plan ^OM 
siippos6 fixe ； done, d'apres le calcul de racceleration en 
coordonnees polaires planes, on peut remplacer ces deux 
composantes par 

― p0,2 suivant MP 
I d 

et - ^(p*0') suivant MQ. 

II reste encore 一 厂 ？'2 porte sur Om， dont les compo- 
santes suivant MP et MQ sont respeclivement 

一 rep'* sin 二 一 pep'* sin* 6, 
一 >• (p,2 cos 6 = 一 pep's sin 6 cos . 

En resume, 了 est la somme geom^trique des trois com- 
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posantes rectangulaires 、 

A 二 p" — — pep" sin% 



d 

P 

C 二 I d 



B 二 --(p*0') —— pep'* sin 6 cos 6, 



— :(cp'pssin，e). 

24. Autre definition de 1* acceleration. 一 Solent M 
et M' (Jig, 1 1 ) les positions du mobile aux ^poques t et 




/ -h ei sa vitesse au temps t; portons siir la tan gen te 
MT a la trajectoire la longueur absolue MM" = VA^ dans 
ie sens du moiivement, ce qui revient a prendre v^t dans 
le sens positif, et joignons M,'M'. U acceleration y est la 

1 1 mite de la grandeur geometrique ' (厶 《" dirigee de 

W vers W. 

En effet les coordonn^es de M' sont 

二 ^37+"77^《+ ― - ~~ - + -J— - ~~ + 

CU* I • 2 1.2.0 



y + 二…， + 二…， 
et celles de M〃， en vertu de la relation MM" ― i>^t 
dx 1 dy , dz ^ 



踏 
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la projection de M"M' sur Ox est alors 



IF TTT 'dF 1.2.3 



2 M^'M' 
done celle de , , 一 ' est 



d*x A《 ( d}x 



et a la limite «^^， c'est-^-dire la projection de 丫. 

La droile M',M' iniiniment petite du deuxi^me ordre, a 
regu de Duhamel le nom de deviation. 



25. Accelerations de divers ordres, —— Soient M et M' 




deux positions infiniment voisines du mobile, MG {fig* 12) 
race 豸 1 谷 ration du mobile en M， MG' une droite ^gale et 
parallMe ^ son acceleration en M'; menons par M une 

droite MK parallele k GG' et ayant pour longueur a 

la limite, MK devient V acceleration du deuxieme ordre 
oil suracceleration ( ' ). 



( * ) SoMMOFP, Memoire sur les accelerations de divers ordres. Academic 
de Saint-Petersbourg. 
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On verrait, comme pour I'acc^l^ration du premier ordre, 
que la suracc^l^ration a pour projections sur les axes 
coordonn^s 

d}x cPy cPz 
^， 1F， d?' 

et qu'en g^n^ral I'acc^l^ration d'ordre n a pour compo- 
santes 

d""+y d""+iz 
dt"—i ， cU"+i ， fl^ 《"十 1 • 

Cherchons les projections A, B,C de la suracc^l^ration 
sur la tangente, la normale principale et la binormale ； 
soienta, 丫， § les angles de ces droites avec 0«r， on a 



d^x dv 、 
_.^_cosa + ^cosX, 



d'ou 



ce que l，on peut ecrire, en vertu des formules de Frenet, 
T ^tant le rayon de torsion 



― -TT COS a + 



R ^ V R 



cosX 



/ COS a cos 5 

I 1 z 

R \ R ' T 

Done la suracc^leralion est la somme g^om^trique des 
Irois grandeurs 



▲ 一 drv 



Rt/, Ikt RT 
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4. 一 Des accelerations centrales. 



26. Mouvement d'un point dont la direction de V acce- 
leration passe par un point fixe, 一 Si Fon prend pour 
origine le point par lequel racc^l^ration passe constam- 
menl, on a les Equations ' 



IF 




X 



z 



d，ou 



0^ 



X 



5? 



et en integrant, 
dz dy 

yji—stt 二"、 



dx dz _ 
dt dt ， 



X 



d'Z 



o, 



dy dx 
^ 57 一 y 'dt 



二 c, 



et, par suite. 



aa^ -h dj^ -h = o. 



c'est-a-dire que la trajectoire est une courbe plane pas- 
sant par le point fixe, Prenant ce plan pour plan des xy 
et exprimant que la composante de I'acc^l^ration suivant 
la perpendiculaire au rayon vecteur est nuUe, on a 1， 豸- 
quation 



1£ 
r di 



二 o, 



d'ou 



厂】 



di 



二 const 二 c ； 
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or A ^tant I'aire decrite par le rayon vecteur, on a 

r' 6 = 2 flfA ― c dt, 

et en integrant, 

A= ^(《一《0). 

Done les aires decrites par le rayon vecteur sont pro- 
portionnelles au temps. 

La constante c est le douI;>Ie de la vitesse areolaire ou 
de I'aire decrite dans I'unite de temps ； c，est aussi le mo- 
ment de la Vitesse^ c*est-a(-dire le produit de la vitesse V 
a un instant quelconque, par sa distance p a I'origine. 

car Yp = or p ds represente le double de Paire de- 
crite dans le temps dt ou c dt, d^ou Yp =^ c. 

Enfin racceleration Slant centrale se r^duit k sa com- 
pos ante suivant le rayon vecteur 

，= 

elimiaons le temps a I'aide de I'^quation 

一 c 

on a successivement 

dr ― dr df^ ― c dr ― r 
— I 一 7^ ^ — 一 ^ "Se ' 

J, d' - , dr — 

(vr 一 /• aO ― r 

IF 二 — c -^t 叾二一 H "；^， 

d，ou I'expression de racceleration, que l，on ^crJt ordinai- 
rement en la portant du mobile vers le point fixe pris 
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pour engine 




C，est la formule de Binet. 



27 . Mouvement d,un point sur une ellipse, Vaccile- 
ration passant constamment par un foyer, 

L' acceleration ^tant centrale sera donn6e par la for- 
mule de Binet; or, si I'on prend pour axe polaire la droite 
joignant le foyer au sommet le plus vobin de I'ellipse, 
on a 

a p 

厂 " *"" ■ ■ ■ • 



c ^ 1 -h e cos Q 
I H — COS0 
a 



-f- e cosO d r ecosd c， 



/• ― p ' db^ ― p 了 ― pr* 

L ^acceleration est inversement proportionnelle au 
carre de la distance. 

On pent mettre I'expression de racceleration sous une 
autre forme, en introduisant le moyen mouvement n. 
T etant la duree de la revolution, 

T 



cz=z2 -7p- 二 nab = na^ \J i 一 



p =2 一 = ail 一 e')y 一二 n^a^ : 
^ a p 

了二 



广 



La valeur de racc^leratioQ prec^demment trouv^e con- 
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<luit ^ une expression du rayon de courbure de I'ellipse ； 
soil 9 Fangle de la normale MN = N {Jig. i3), avec le 

Fig. i3. 




rayon vecteur, la composanle de 丫 suivant la normale est 



頁二 Ycoscp 
or c est le moment de 



coscp; 



c = v x.Y\z=. cos<p, 



•d'ou eliminant 



c， 



R8* cos^<p 一 e OS ？ 
En vertu de la relation 



R 



一 



cos*9 a cos^tf 



62 二 FI X FF =. 0§' cos«(p, 



on a encore 



R 二 



a coscp 



or, de la relation 



8 FN 



I' 一 FN' 
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on lire 

8* • 8* -f- N» — 2 No coscp N —— 2 8 cos© 



S,*— S'， + N» — aNS'cos'f N — 2 S'coscp 

N (S« 一 8'*) = 288'(8 一 8') cos?, Na 二 88' cos ？， 

et enfin 

N 



R 二 



COS*Cp 



ce qui fournit une construction simple du rayon de cour- 
biire MC. 

La comparaison des deux expressions que nous avons 
trouvees pour le rayon de courbure de I'ellipse, montre 
que la projection MP de la normale MN sur le rayon vec- 

teur est constante et 豸 gale au param^tre p = c'est une 

propriete caracterislique des coniques. 

28. Mouvement sur une ellipse d，un point dont 
V acceleration est dirigee vers le centre. 一 Consid^rons 
r ellipse comme projection du cercle de rayon a, et soil M, 
le point du cercle qui se projette en M sur I'ellipse ； Pac- 
c^leration de M, passe constamment par le centre 0， puis- 
qu'elle a pour projection celle de M. II en r 丢 suite que la 

composante tangentielle a ^ de I'accel^ration de M, est 

niiUe, 0) est constant et racc^leration de M| dirigee sui- 

vant M,0 a pour expression M,0 x w^; sa projection a 
done pour valeur 



0): 



X proj. de MjO 二 x MO 二 w^r. 



L * acceleration est directement proportionnelle a la 
distance du mobile au centre de V ellipse. 
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En outre 

xOM^ — tot 

en comptant le temps depuis le passage du mobile au 
sommet A， d'ou pour les coordonn^es du point M, 

«r ，二 a cosa)f， y^ — a sixKat, 

et pour celles du point M 

x^a coscD^, y 二 6sin(i)《. 

On arrive aisement aux r^sultats pr^c^dents en partant 
de la loi des aires. L'ellipse ay ant pour Equations 

^ — a cos<p, y =Lb sincp, 

on a pour le double de la vitesse ar^olaire 

c 二" 一 二" bit， ^二 const 二 CO, 

d'ou pour la loi du mouvement 

, 工二 «cosa)《， 7 二 ftsino)^ 

D'aiileurs 

"^二 丫 cos— ? 

ce qui donne 

, a cos idt 
一 ao)* cos (0 6 ― Y — , 丫 = 一 (!>'/' . 

La formule de Binet conduit plus p^niblement au m^me 
r^sultat. 
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CHAPITRE 11. 

MOUVEMENT PLAN D UN SYST^ME INVARIABLE. 



1. ― MndraliMs snr le monvement des systdmes. 

29. Un syst^me de points ^lant en mouvement rela- 
tivement au Iri^dre invariable de trois axes mobiles AX, 
AY, AZ, le mouvement absolu du syst^me sera connu si 
celui de ce Iri^dre est d^iini par rapport k trois axes fixes 
O 広, Oyy Oz. Car, supposons qu'on puisse connaitre k 
chaque instant les coordonn^es a, b, c du point mobile A, 
et les neuf cosinus direcleurs a, P， 丫， a'， &'， 丫'， d， 、 -， 丫〃 des 
axes X,Y, Zpar rapport au syst^me rectangulaire Qxyz^ 
la position d'un point M ayant pour coordonn^es X，Y, Z， 
dans le systeme mobile sera donnee au moyen des for- 
mules de transformation 

二 a + aX + a'Y + a"Z， 

-二 c + + y Y + y"Z 

ou x^y^ z sont les coordonn^es absolues de M, X,Y, Z ses 
coordonn^es relatives. 

Si les coordonn^es X， Y, Z sont constantes, le point M 
est fixe dans le systeme mobile ； si elles varient, le point 
M est mobile, c'est-^-dire en mouvement relatif, par 
rapport au systeme entraine. 
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30. Mouvement d,"n systeme invariable. 一 Suppo- 
sons chaque point M fixe dans le systeme mobile, ce qui 
re\ient a admettre que le systeme en mouvement est inva- 
riable et que les axes mobiles lui sont invariablemenl li^s. 
Nous verrons que lout mouvement d'un tel systeme se 
ram^ne a deux autres, translation et rotation, que nous 
allons d'abord definir. 

1。 Translation, Un systeme est anim^ d'un mouvement 
de translation si, dans deux positions quelcoQques du sys- 
l^me, les droites AA', BB'， QG'， . . . ， qui joignent les deux 
positions d'un m^me point sont toutes ^gales, paralUles et 
de ih^me sens. 

Dans un tel mouvement, toute droite AB se d^place 
parall^lement k elle-mSme ； il en est de m^me de tout 
plan ABC. 

Tous les points sont animus k un instant quelconque 

， . . AA' . 

d'une vilesse commune, puisque = lim -^; il en r^sulte 

que r acceleration est aussi la m^me pour tous les points. 
Enfin, comme les trajectoires de tous les points sont des 
courbes identiques, le mouvement d'un systeme en trans- 
lation est completement d^fini quand on connait celui de 
I'un de ses points. 

2。 Rotation* Un systeme invariable est anim6 d'un 
mouvement de rotation quand deux points et par suite 
line droite du systeme restent fixes, les autres points etant 
en mouvement. Proposons-nous de rechercher les compo- 
santes de la vitesse d'un point quelconque de ce systeme. 

Supposons que l，on ait pris Faxe de rotation pour axe 
des z ； un point M decrit un cercle dont le plan est per — 
pendiculaire a I'axe de rotation, et dont le centre O, est 
sur cet axe, car le point O, est fixe, 1 'angle M0,0 est 
egal a 90。 et la distance 0，M r est constante ； la pro- 
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jection de sa vitesse sur Oz est done nuUe, p^' = o. 

Qnani aux projections de v sur O^et Oy, ce sont celles 

du point m projection de M sur le plan xOy; or m 

d^crit un cercle de centre O et de rayon r, sa vilesse 

dB . . 

est 厂 厂 (I) et ses projections sont 

p 《二 —— (jay, 二 《， 

Remarquons que o) est a chaque instant commun k tous 
les points du syst^me, car soient et 6| les angles azimu- 
taux qui correspondent a MetMi, le systeme etant inva- 
riable, 

flfO d、 

一 01 二 const. ， — j~ 二 o, to 二 （Oi. 

at at 

On peut repr^senter symboliquement une rotation en 
convenant de porter sur I'axe de rotation, k partir d，un 
point quelconque O de cet axe, une longueur OA ^gale a 
la valeur absolue de g), dans un sens tel qu'un observateiir 
ayant les pieds en O et la t^te en A voie tourner chaque 
point en vertii de la rotation commune dans le sens posi- 
tif, c'est-^-dire devant lui, de sa gauche vers sa droite. 
Une rotation est parfaitement d^finie quand on donne 
la quantity g^om^trique OA qui la represente, car on 
connait ainsi I'axe, le sens et la grandeur de la rotation. 

Calculons maintenant les composanles de la vitesse 
quand I'axe de rotation est une droite quelconque OA 
issue de I'origine O et dont nous repr^senterons les cosi- 
nus directeurs par a, y. Prenons pour systeme interm^- 
diaire un systeme rectangulaire OXYZ, direct comme le 
propose Oxyz et dans lequel on choisit pour axe des Z 
I'axe OA; soient a'， P'， •/， </, p"， les cosinus directeurs 
de OX et OY. Nous 6tablirons d'abord les trois relations 
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analytiques suivantes : 

a 二 严/ 一 /p"， p 二 /a" ― flcY, Y = ot'p" — p'oc". 
On a, en exprimant que OZ est perpendiculaire a OX et 0Y， 



ax 



'+ 丫/ 二 o， （X(x*^+ pp" + 二 o, 



d，ou 



a 







r 



PY 一 y — 丫 V 一 otY' y-'P" 一 P'ol" 



sin XOY 



= m I 



or, les rapports proposes sont aussi ^gaux k 



a' 



+ 丫， 



A 



A 



厶 = 



a p Y 
a' y' 



et A>> o, done ils sont egaux 灸 + i, ainsi que 厶， et l，on 
a bien les relations pr^cedemment ecrites. 

Gela pos^, par rapport aux axes OXYZ, les compo- 
santes de la vitesse (Tun point X， Y, Z sonl 

― ― wY, {>Y ― toX, 二 o ; 

revenons aux anciens axes, on a, par le lh6or^me des pro- 
jections applique a la vitesse du point considere, 



a' Vji + x" Vr 
丫' Vx + 丫" Vy 



a'Y) 
y'Y) 0)， 



d，ailleurs 



X 二 X' J? + ^'y + y'z, 
Y 二 (x";r + + /斗 
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^'^ = (0 [a" (a' a? + y + y'z) 一 a' (a" a? + + 

= w[XJ(YV — QcY)—j^((x'p" — p'a")]:=:(p2_"r7)w. 

Or, soient p, q、 r les projections de l，axe de rotation 
OA = (0 sur les axes fixes, on a 

p 二 (i)a, q 二 wp, r 二 wy, 

et， par suite, 

Vx = 一 尸 二 ra: ― jpz, Vz = py 一 qx、 

31. Mouvement relatif d'un point. 一 Soil iin point 
M mobile par rapport au systfeme de comparaison AXYZ 
ou S， anim^ lui-m6me d'un certain mouvement qu'on 
appelle mouvement d， entratnement , Le point M par 
rapport au sysleme fixe Oxyz decrit dans I'espace une 
certaine courbe, c'est sa trajecloire absolue ； rapporte aux 
axes AXYZ consider 豸 s comme fixes, il decrit une autre 
courbe qui est sa trajectoire relative. 

On appelle vitesse absolue et vitesse relative de M, 
les vitessos de ce point dans son mouvement absolu et 
dans son mouvement relatif; enfin on d^signe sous le nom 
de vitesse d' entratnement ou vitesse du point coinci- 
dent la vitesse qu'aurait M en vertu du seiil mouvement 
d'enlrainement, c'est-a-dire la vitesse que possede a Pin- 
slant considers, un point fix6 au system e AXYZ let coinci- 
dant alors avecM. 

32. Th6or^:me. 一 La vitesse absolue d'un point est la 
somme g6om6trique de la vitesse d, entratnement et de 
la vitesse relative de ce point, 

Soient 23 et S' deux positions infiniment voisines du sys- 
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teme de comparaison, MM' I'arc de trajectoire absolue, 
MjA Fare d^crit par le point coincident {Jig, i4) ou Fare 
qu'aurait decrit M s，il itait en repos relalif, Fare d^crit 



Fig. 14. 




dans le mouvement relatif passera par les points p. et M'; 
or on a,' en prenant les cordes, 



[') =-(M[ji)-h(ji.M'), 
ou en divisant par 厶《 et passant k la limite, 

Ve et d^signant les vitesses absolue, d'entrainement et 
relative. 

Analytiquement, on a 

工 = a + ocX + a' Y + a"Z, 

d'ou pour la projection de la vitesse absolue sur Ox^ 

dx 一 f + & X + Y 4- z 
dt ― \ dt dt dt dt 



la premiere parenthese est la d^riv^e de x prise en regar- 
dant X, Y， Z comme constants, c'est done la projection 
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sur Ox dc la vitesse du point coincident; quant a la 
deuxi^me parenlh^se, elle repr^senle ^vldemment la pro — 
jeclion sur le meme axe de la vitesse relative. 

Remarque. — Le th^or^me s，applique aux. accelera- 
tions quand le mouvement d'entrainement est une trans- 
lation. En effet, les directions des axes mobiles restant 
constantes, on peut prendre les axes fixes paralleles aux 
axes mobiles, et alors 



d'ou 



IF 



d}a 



done 



d*y 



5^ 



d}c d^Z 



dt- 



^ (Y-) + (>)， 
drc 



sont les composantes de Facc^ - 

1 谷 ration d'un point quelconque du syst^me dans le mou- 
vement de translation. 

Hors ce cas, le th^or^me ne s'^tend plus aux. acc^l6 - 
rations. 



2. —— Centre instantand de rotation. 



33. —— Le mouvement d'un syst^me invariable parallele - 
lAent a un plan donn^ revient a celui de la projection du 
syst^me sur le plan ou k Petude du mouvement d'une 
figure invariable mobile dans ce meme plan ； il est clair, en 
effet, que, si le syst^me propose est invariable, sa projec- 
tion I'est ^galement, puisque le trapeze rectangle forme 
par une droite AB et sa projection ab a trois c6tes AB， Aa, 
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B6 de grandeur constante, et qii'il en est par suite de 
meme du quatri^me c6t6 ab. 

34. Th6or^:me. ― Lorsqu'une figure plane invariable 
se meat dans son plan, ily a a chaque instant un point 
et un seul dont la vitesse est nulle a cet instant , et les 
vitesses des autres points sont les mSmes que si la figure 
tournait autour de ce point . 

Nous demontrerons d'abord les deux propria t6s sui — 
vantes : 

1。 S e《 etant deux positions de la figure mobile, 
on peut tou jours passer de la premiere a la deuxidme 
par une translation suwie d，une rotation . 

Soient A et A' (Jig, i5) les deux situations succes- 

Fig. i5. 



s 




sives (Tun m^me point, dans les deux positions S et S'; 
imprimons d'abord a S une translation 6gale et parallele 
a la droite AA! , alors S vient au S". Faisant ensuite 
lourner S', autour de A'， on pourra evidemment amener 
cette figure k coincider avec sa position finale S'. 

II convient de remarquer que I'angle a de la rotation est 
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ind^pendant du point A choisi pour la translation. En effet, 
soil MN une droite li^e a la premiire figure et venant en 
M'N' dans la deuxi^me position ； la translation, quel que 
soil le point A employ^, laisse la droite MN tou jours 
parall^le a elle-mfime ； la rotation la fait tourner d'un 
angle ^gal a celul de la direction primitive MN avec la 
direction finale M'N', comme on le volt, en menant par le 
point fixe A' des parall^les aux directions initiale et finale, 
et cet angle a de MN avec M'N' est absolument indepen - 
dant du point A choisi arbitrairement. 

2" La vitesse d，un point quelconque B est la somme 
giometrique de la vitesse d，un autre point A et de la 
vitesse qu, aurait le point B s，il tournait autour de A 
avec une certaine vitesse angulaire o) independante des 
points A et B. 

En effet, solent deux positions infiniment voisines AB, 



Fig. 16. 

B" 




A'B'， de la droite qui joint ces deux points aux ^poques 
《 et 《 + 厶《 {fig. 16), on peut passer de AB k A'B" par 
une translation ^gale et parall^le a AA', puis k A'B' par 
une rotation dont I 'angle Aa est ind^pendant des points 
A et B. Or 



(BB') 三 （BB") + (B"B'), 



CHAP. II. ― MOUVEMBNT PLAt^ d'uN SYSTEMS INVARIABLE. 4^ 

divisant par At, passant a la limite et remarquant que 



】im 



BB' 

a7 



if 



lim 



BB" 



― lim 



A A' 



n 

—- - ― F 



lim 



B"B' 



二 lim 



2 AB sin ― 

2 

a7 



r lim ― 
厶《 



CD 



on a done 



= 一 （叫， 



0) etant comme Aa ind^pendant des points A et B. En 
outre, la grandeur g^ometrique rw est ^ la limite perpen- 
diculaire a A'B"， ou a AB; c'est done la vitesse qu'aurait 
le point B s'ii tournait autoar du point A avec la vitesse 
angulaire w independante des points A et B. 

Cela pos 感， il est facile d'^tablir qu'il y a, a un instant 
donne, un point de vitesse nuUe. 

Soient A un point quelconque et sa vitesse (Jig, 17), 

Fig. 17. 




menons une perpendiculaire en A a et prenons un point 
quelconque I sur cette perpendiculaire; la vitesse de I est 
la somrae g^om^trique de et d'une certaine vitesse de 
rotation AI x w perpendiculaire a AI， et cette derniere 
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vilesse sera directement oppos^e a la premiere, si Pon a 
pris I d'un c6te convenable de A. Prenons en outre le 
point I tel que AI x co = " alors les deux composantes de 
la vilesse de ce point ont une somme g^ometrique nuUe, 
et I est iin point de vitesse nuUe. 

D'ailleurs, pour un point quelconque M de la figure, 
on a 

(t'M) 三 (Pi) + (IMx o)) rw, 

et par suite la vitesse de chaque point M est la m^me que 
si toute la figure lournait avec une certaine vitesse angu- 
laire o) autour du point I， que Fon nomme centre instan- 
tani de rotation] il convient d'aj outer que le centre 
instantane I et la vitesse angulaire de rotation o) varienl 
g6n^ralement d'un instant k I'autre, mais qu'il n'y a a un 
instant donne qu'un point de vitesse nuUe, car s'il y en 
avail un second F la droite IF sera it fixe et il en serait de 
m^me de toute la figure. 

Remarque. 一 Quand le mouvement est une transla- 
tion, 0) = o, AI = ~ = 00 ; on pent regarder une transla- 
tion comme une rotation autour d'un point rejel^ aTinfini 
sur une direction normale a la vitesse. 

35. Corollaires, ― I. A un instant donn^, tout se passe 
au point de vue des vitesses seulement, comme si la figure 
tournait autour du centre instantane I; il en r^sulte que 
les normales aux trajectoires que d^crivent les dilKrents 
points de la figure vont toutes concourir au centre instan- 
tane I. 

II. Si I'on a les normales aux trajectoires de deux 
points dans une situation donnee de la figure, on aur^i le 
centre instantan^ correspondanl, et par suite la normale 
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a la Irajectoire d'un point quelconque pour la mSme posi- 
tion de la figure. Consid^rons, par exemple, I'ellipse 
engendree par un point M d'une droite de longueur con- 
stante, dont les extr^mit^s A et B se d^placent sur deux 
droites rectangulaires fixes Ox et Oy (Jig* i8); la ira- 
jectoire de A est 0,， celle de B est Ox^ le centre instan- 
tan6 est a T instant considere, au point de rencontre des 

Fig. i8. 
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normales aux trajectoires de A et B, il est done en 1 qua- 
tri^me sommet du rectangle construit sur OA. et OB. La 
normale a I'ellipse d^crlte par le point M sera la droite MI. 

36. On d^montre directement ces corollaires comme 
suit (Chasles). 

On peut amener une figure plane qui se (Up lace 
dans son plan, d，une position a une autre par une 
rotation. 

Soil AB {Jig. 19) une droite liee k la figure, et soil A'B' 
la position occup^e par AB lorsque la figure s'est deplac^e ； 
en K et K/， milieux de AA' et BB'， Elevens des perpendicii- 
1 aires qui se coupent en I， les triangles AIB, A' IB' eqiii- 
lat^raux entre eux sont egaux , done il en est de m^me dc 
leurs angles en I; ajoutant (ou retranchant suivant le cas) 
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I'angle BIA'， on a 

AIA^ BIB , 二 a. 

Done, en faisant tourner AB de. I'angle a autour du 
point I， A vient en A', B en B' et celte rotation amene 
AB a comcider avec A'B'. , 

Si le deplacement est infiniment petit, les droites telles 
que AA',BB'， . . . deviennent a la limite les tangentes aux 



Fig. 19. 




B' 



trajectoires de A， B, ... et KI， K'I， ... les normales ； 
done toute normale passe par le point I. 

3. ― Mouvement dpicyclotdal plan. 

37. Mithode geomitrique, 一 Soienl C une courbe 
fixe, A un point fixe pris sur cetle courbe, C une courbe 
mobile de figure invariable mais assujettie a rester con- 
stamment tangente a C, B un] point fixe sur la courbe CI 
et enfin I le point de contact ； on dit que ces courbes 
roulent I'une sur I'autrc, quand on a constamment 

arcAl 一 arcBI 二 const. 

On peut to uj ours prendre cette constante nulle en choi- 
sissant convenablement I'un des points A ou B. 
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La courbe mobile est appelee roulante, la coorbe fixe 
base; enfin on nomine roulette la courbe d^crite par un 
point quelconque du plan mobile. 

38. THfioREME. ― Tout mouvement d，un plan mobile 
sur un plan fixe est epicycloidal, &est-d-dire pent Stre 
engendre par le roulement d，une courbe mobile sur une 
courbe fixe. 

Soient O, P'， O', . . . {fig. 20), les points du plan fixe 
qui sont centres instantan^s de rotation aux ipoques 
《， 《 + 厶《， 《 + 2 A《， . . ; soient au temps 《， O, ， O2, ... ， 



Fig. 30. 




les points du plan mobile qui viendront successivement 
coincider avec les centres instantan^s 0'， 0"， . . • ， aux 

^poques ^ + A^, ^ + 2 A/, On peat concevoir que, 

pendant le premier intervalle A《, la figure tourne autoiir 
du centre O d'un angle iniiniment petit et qu'alors O, 
vient en O'; pendant le second intervalle, la figure tourne 
aiitour de O' et O2 vient en O,', et ainsi de suite. Dans 
celle suite de mouvements, le polygene 00,02 ... roule 
sur le polygene O O'O" . . . ; done a la limite, quand on fail 
lendre chacun de ces intervalles successifs vers zero, on a 
deux courbes, limites des polygenes inscrits, et qui roulent 
r une sur I'autre. 

La courbe fixe est le lieu des centres instantan^s dans 
le plan fixe, la courbe mobile est le lieu des points du 
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plan mobile qui deviennent successivement centres instan- 
tanes. 

Remarque. ― A chaque instant, le centre instantane I 
est le point de contact de la base et de la roulante. El 
r^ciproquement : si une courbe mobile roule sur une 
courbe fixe, le centre instantane de la figure li^e a la 
courbe mobile est le point de contact des deux courbes, 
c'est-^-dire que la vitesse du point de contact I est nuUe. 
Gar, soient au temps t + A^, I, le nouveau point de 

Fig. 21. 




contact {Jig. 21 ) et V la nouvelle position de I consider^ 
comme entrain 豸 avec le plan mobile ； on a, en prenant les 
cordes 

fP=n;+ri; — X I'll X cos I'll I 
二二 （111 一 + X I'll X sinS 

or, aux infiniment pelils du troisl^me ordre pres, 

111 一 I'll ― arc III 一 arcl' I, =0， - 



ir est done du quatrieme ordre et II, du deuxieme ordre ； 
done la vitesse du point I， qui est lim ^， est nuUe. 

39. Etude analytique du mouvement epicycloidaL 
一 Solent Ox^ Oy deux axes rectangulaires fixes, AX, AY 
deux axes rectangulaires enlrain^s avec le plan mobile, 
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a， b les coordonn^es de A et a I'angle de AX avec O^; 
Uy b el <x sont des fonctions du temps t* Considerons un 
point determine du plan mobile dont X et Y sont les 
coordonnees constanles par rapport aux axes mobiles, et 
00、 y ses coordonnees relativement aux axes fixes. On a 

\ j?r=a-f-Xcosa 一 Y sin a, 
j y=^>H-Xsina-t-Y cos a. 

Calculons la vilesse du point M entrain^ avec le plan 
mobile ； ses composantes suivant Ox et O 尸 sont, en re- 
in arquant que 

da 一 da rfa 

議 ■ ^^^^ ^B^^^ ^ , 

dt dx dt 

et en posant 

da ― ， db ― b, doL 一 
d(t , d(t , dt ， 

d 冗 

二(<2' — Xsina — Ycosa) a> — (a' 一 y + 6)a>, 

(2) ^ dr • 
―. (6'H-Xcosa ― Ysina) o) = x 一 a) ca. 

II existe done un point y\ ) et un seal de vitesse 
nulle, defini a chaque instant par les deux Equations 

(3) x^—a 一 b', yi = a' + 6. 

En outre, on peut ^crire les composantes de la vitesse 
d'lm point quelconque (ic, y) 

dec dy 
^--(/-Ji)^, "ST 二 ("一 "i)w， 

si done, sans changer la direction des axes et O 力 on 
transporte I'origine au point it?4,jKi, les composantes de la 
vitesse suivant les nouveaux axes § et yj seront —— cdy] et cd^ ； 

ViLui. 一 Cinematique. 4 
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done la vitesse du point x、 y est la meixie que s'il lournait 
autour du point 刃,, JK" avec la vitesse angulaire o) = 

40. Pour d^montrer que le mouvement est ^picycloidal, 
nous rechercherons (Tabord par rapport aux axes fixes 
0《, OjKj r Equation de la base, c'est-a-dire le lieu des 
centres instantan^s dans le plan fixe et celle de la rou - 
lante, ou le lieu des points du plan mobile qui doivent 
coi'ncider avec les centres instantan^s successifs, dans la 
position qu'elle occupe a une ^poque d^termin^e 《o. 

1。 Equation de la base, 一 C'est le lieu des points 
x^^yi de vitesse nuUe quand t varie ； il s'obtienl done par 
r^limination de a entre les Equations 

x^ — a 一 fe, 二？ (oc), 二 At, + 6 二 <{;(a). 

2。 Equation de la roulante. 一 Cherchons d'abord 
son Equation par rapport aux axes mobiles AX, AY ； les 
coordoan^es relatives X" Y， du centre instantane sont 
li^es k x^yy^ par les formules de transformation 

cc^ 二 a 一 ft' — a -h X| cos a 一 Yj sin a, 
二 Of' + 6 二 6 + Xi since + Yj cos a, 

d，ou 



(4) 



Xi 二 一 b' cos a + a! sin a 二 $ (a), 
Y| 二 b' sin a + a' cos a 二 "^(a) ; 



I 

乂 



eimlinant a, on aura le lieu des points Xi Y| du plan 
mobile qui deviennent successivement centres instantan^s, 
ou r Equation de la roulante rapport^e aux axes entraines . 
Etablissons maintenant I'^quation de 】a roulante rapporl^e 
aux axes fixes, mais a une ^poque d^termin^e to, Soient 
"0， «0， les valeurs de a, 6, a a cette ^poque et o^o, jKo 
les coordonn^es absolues d'un point quelconque de la rou- 
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lante a cette m^me ^poque, c'est-^-dire du point X,,Y, 
qui deviendra centre instantan^ a I'epoque t variable, on 
a aloFS 

^0 =： a© -f- Xi cosao 一 Yi sinao, 
》 =1： 60 + X, sin a© + Y| cosao ； 

mais X, et Y, sont donnas en fonction de a par les Equa- 
tions (4) ； substituant dans (5) et eliminant a, on aura le 
lieu des points x^^ y^^ ou I'^quation de la roulante a 
I'epoque to par rapport aux axes fixes. 




41. Les equations de ces courbes ^tant Stabiles, il est 
ais^ de reconnailre qu'elles sont tangentes en leur point 
commun, k Fepoque arbitrairement choisle t= Iq-, en 
efTet 



or 



dcc、 二 ((2' — b"")doL, (fyi 二、 a" + 6')d/(x, 

dwo 二 cosao ― dY^ sinao, 
dyo 二 dXi sinao 十 cosao, 



mais 



ou 



dXi 二( 一 ft" cos a + b， sin a 4- a'' sin a + a' cosa)c/a, 
dYi —{b' cos a 4- b" sin a + a" cos a ― a' sin a) ch, 

dXi 二 dxx cos a + dyx sin a, 
6?Y, 二 dyx cos a — dx、 sin a; 

substituant et faisant 《 = 《0， c'est-^-dire « = ao, on a 



d'ou 
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ce qui prouve qu'il y a contact, et 

dso 二 dsiy Si 一 So = const. ， 

ce qui montre que les deux courbes roulenl I'une sur 
I'autre. 



42. Applications. 一 i。 Normale a la cycloide et a 
Vepicycloide, Elle joint le point d^crivanl au point de 
contact du cercle mobile avec la droite ou le cercle fixe. 



r 



Quand une circonf^rence de rayon 一 roule a rinlerieur 



2 



d'une circonftrence de rayon double r, les ^picycloi'des 
prennenl des formes simples que nous allons rechercher. 
Tout point M de la roulante R (Jig, 22) engendre une 



Fig. 32. 




droite, passant par le centre C de la base B; en effel MC 
est tangenle k la trajectoire du point M， cette trajectoire 
a done pour Equation diff^rentielle, en prenant le point C 
pour origine, 

I 二化, 
X 一 dx. 



d'ou^ = ex. On le voit encore en joignant le point C a 
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un point fixe A de la base, on a 



arc MI 二乙 X MG'l, arcAI 二 r x 

2 



d'ou 



arc MI 二 arcAI; 



done le point M de la roulante qui doit venir en A est a 
un instant quelconque sur la droite fixe CA， done il la 
d^crit. 

Tout point P de la figure, lie au cercle G,， decrit une 
ellipse. Car si I'on joint CP, cette droite coupe la roulante 
en deux points M et L qui d^crivent les deux diam^tres 
rectangulaires CM et CL de la base, done les longueurs 
PM et PL ^lant constantes, le point P decrit une ellipse 
de demi-axes PM et PL places sur CL et CM. 

2。 Roulette du p6le P d, une spirale logarithmique 
quiroule sur une droite fixe Ox. 

Soil I le point de contact avec la base, la normale PI a 
la roulette du pdle P fait un angle constant X avec O^, 
d'oCi 

dr 、 , 

二 一 cotang 入 二 c, y zmcx -h c \ 



ay 
dx 



le pole decrit une droite. 

3。 Les deux extremites K et G d'une droite de lon- 
gueur fixe AG, glissent sur deux droites Ox, Oy, fai- 
sant entre elles un angle donne, cette droite entratne 
un plan, trouver la base et la roulante. 

Soil AG une position de la droite {fig^ 28), le centre 
in Stan tan ^ I est k rinterseclion des perpendiculaires AI et 
CI a Oy et O^r ; or I'angle AIC est 豸 gal a xOy ou k son 
supplement, done la roulante, lieu de I dans le plan mo- 
bile, est la circonftrence a laquelle appartient le segment 
capable de I'angle O, decrit sur AG, c'est-a-dire la circon- 



54 TRAITE DE CINEMATIQUE. 

f^rence AGIO entrain^e avec AC. D'ailleurs ladroite OI 
^tant un diametre de cetle circonference est de longueur 
constante et le lieu de I dans le plan fixe ou base est une 
circonference de centre O et de rayon double de celui 



Fig. 23. 




de la I'oulante. Le mouvement dont il s'agit s'obtient done 
en faisant rouler une circonference a rinterieur d，ime 
autre de rayon double et tout point du plan mobile decri I 
une ellipse ou une droite. ' 



43. Probleme. ― On donne la base B et la roulette D 
que doit decrire un point M du plan mobile, trouver la 
roulante, 

Soit I le centre inslantan^ a une certaine epoque 《。 
{Jig. 24)j le point d^crivant M est alors sur la Dormale IM 
men 豸 e de I ^ la roulette D; consid^rons un axe polaire 
MX entrain^ dans le mouvemenl, posons 

MI 二厂， XM1 = 6 

et cherchons la relation entre r et 6, ce sera requation de 
la roulante dans le plan mobile. 
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Les courbes B et D etant donn^es, on connait la relation 
qui existe enlre le rayon vecteur r et I'angle p qu'il fait 

Fig. 24. 




aVec la langente T; on a d'ailleurs F^qualion diflferentielle 



d'ou 



二 Ungp 



a 二字 tang p = -jM tan g p 



qui, Int^gree donne en fonction de g ； ^lirainant ^ on a la 
relation cherch^e enlre r et 0. 

44. Appliquons a quelques exemples : 

1。 La base B et la roulette D sont deux droites. 一 Si 
d'lin point quelconque I de 】a base on m^ne une normale 
a la roulette D, I'angle p qu'elle fait avec B est constant, 



tans' 3 二一二 T7~， 
「 a dr 



厂二 e 



c'est une spirale logarithmique ayant le point M pour p6le ； 
ce pole d^crit bien en effet une droite (n® 42, 2。). 
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2? La base B est une droite OX et D la chatnette 



af % 



correspondante y = - ( 十 ), 



2 



On a {fig. 25) 



PK 



a 



— r — 



sin，p 一 sin,f>， 



dr 



e/d 二 一 tangp 二一 urfp 



d'oA 6 = ic 一 2^ en supposant que == o pour p = - 

2 




c'est-^-dire que l,on a pris AO pour axe polaire quand 
M est en A. £liminant Q, on a 



c'est r^quation d une parabole de foyer A ； done, quand 
une parabole roule sur une droite, le foyer d^crit une 
chainette. 

45. Enveloppe d'une courbe mobile, ― Les diverses 
positions d'une courbe C invariablement li^e au plan mo- 



I + cosO ； 



6 I 2 

s 

o 

c 



r 
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bile ont gen^ralement une enveloppe, nous nous proposons 
de chercher quel est, pour une position donnee, le point 
de contact de la courbe et de son enveloppe. 

Tn^ORfeME. ― Le point oii la courbe mobile C louche 
son enveloppe est le pied de la nor male d la courbe 
menie du centre instantani correspondant. 

Soient C et C' {Jig* 26) deux positions infiniment voi- 
sines de la courbe G aux ^poques 《 et 《 + △《 , m un point 
({'intersection de ces courbes et nt! le point de C qui vient 




en m au temps t + Af. La perpendiculaire a la droite mm! 
en son milieu passe a la limite par le centre instantan^ 
(n® 36)； or, a la limite, les deux positions rn! et m d'un 
m^rne point se confondent en un seul point M qui, comme 
situation limite de m, est le point od la courbe louche son 
enveloppe, et la perpendiculaire ^ m'm devienl la normale 
k la courbe C au point M ； done cette normale passe par 
le centre instantan^. 

Corollaire. ― L'enveloppe des roulettes d^crites par 
lous les points d'une courbe mobile G coincide avec l'en- 
veloppe de celle courbe. 

II r 豸 suite, en effet, de ce qui pr^c^de que la roulette du 
point M ay ant pour tangenle la position limite de m'm, 
touche renveloppe des courbes G et, comme le point M 
varie avec I'^poque consid^r^e, les Irajectoires de tous les 
points de G touchent, a des instants diff^rents, Penveloppe 
de ces courbes. 
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On arrive, par I'Analyse, aux monies r^sultats. Soil une 
courbe C,/(X, Y) = o， invariablement liee aux axes mo- 
biles AX, AY, les fortnules de transformation fournissent 
r Equation de cette courbe rapportee aux axes fixes a 
i'^poque 《， 

cetle famille de courbe aura g^n^ralement une enveloppe 
d^terminee par les Equations 

F 二 o， ； 二。; 

au point M commun a P^poque t, la tangente a l,enve- 
loppe se confond avec celle de la courbe et 9on coefficient 
angulaire k est donn^ par r^quatioii 

()F , dF 

Of 

Consid^rons une position G infiniment voisine de la 
courbe C a I'epoque t -i- dt et soit M' {x + dx,y + dy) la 
nouvelle position de M, on a 

d¥ . d¥ , dV 山 
dx dy J dt 

. ffp . . 

or, pour le point M, o， done le coefficient angulaire 

de la tangenle MM' k la Irajectoire de M est le m^me que 
celui de la tangente k I'enveloppe ； done la tangente a 
r enveloppe se confond avec la tangente a la trajectoire de 
M et il en est de meme des normales ； d'ailleurs la nor- 
male a la trajectoire du point M passe par le centre inslan- 
tane, celui de la normale a l，enveloppe jouit done de la 
meme propria te. 
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46. Applications. 一 i。 Un angle de grandeur con- 
stante se meut dans son plan; de maniere que ses cdtes 
touchent chacun une courbe donnie; trouver le centre 
instantaney pour une position determinee. 

Les deux cdt^s de F angle ayant pour enveloppes les 
deux courbes, le centre instantan6 est a rintersection des 
normales aux points de contact. 

La construction pr^c^dente permet de determiner la 
tangente a la podaire d'une courbe ； cetle podaire est le 



Fig. 27. 




lieu des sommets P d'un angle droit dont un c6te louche 
la courbe C {fig* 27) et I'aulre passe par un point fixe 0， 
c'esl-a-dire est tangente k un cercle de centre O et de 
rayon nul; le point de rencontre I de la norm ale MI a la 
courbe C et de la droite 01 perpendiculaire k OP est done 
le centre instantan^. On en conclut que la normale PI a 
la podaire passe par le milieu A du rayon vecteur OM. 

Examinons encore le cas ou les c6les d'un angle con- 
stant APB (Jig. 28) sont assujettis a passer par deux points 
fixes A et B. Le point d'intersection I des normales aux 
droites PA et PB est le centre instantane. Le lieu du point 
P est le cercle circonscrit au triangle APB, c'est aussi le 
lieu du point I. c'est-i-dire la base. D'ailleurs PI est con- 
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Slant et ^gal au diamelre du cercle base. Done la roulante 



Fig. 28. 




\R 



est un cercle de rayon double du premier et ayant son 
centre en P dans la figure mobile. 

2" Une droits se meut en restant tangente a une 
courbe A, un de ses points K dicrivant une courbe C, 

Fig. 29. 




construire la nor male a la courbe decrite par un point 
quelconque M de cette droite. 

Le centre instantan6 I est sur la normale a la courbe A 
qu'enveloppe la droite et sur la normale en K ^ la courbe 
C que d^crit ce point. 
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Gette construction s'applique k la recherche de la nor- 
male a la conchoide ； cherchons, dans ce cas， la base et la 
roulante. Les coordonn^es du centre instantane I sont, 
relalivement aux axes fixes (Jig* 29), 

X 二 ― IB ― ― OB tangd 二一 a tang' 6, 
y ― OB 二 a tang 6 ； 

et par rapport aux axes mobiles 

cos 6 
Y 二 Xtang0. 

£liminant 0, on a les Equations 

r' + a" 二。， X* 二 q} (X， 十 ; 

la base est une parabole et la roulanle une courbe du 
quatri^me degr6. 

30 Un angle droit APB se deplace de telle sorte que 
Vun des cdtes passe par un point A fixe sur la droite 
OX, etqu，un point fixe B du second cdte decrwe la droite 
Oy^ perpendicu laire sur Ox; on se donne la condition 
PB = OA et Von propose de trouver la base et la rou- 
lante de ce mouvement 、fig* 3o). 

Le centre instantan^ I est sur la perpendiculaire AI au 
c6t6 PA el sur la normale BI a Oy, 

L'^galit^ des triangles rectangles BPC, AOG entrain e 
celle des triangles rectangles CBI， GAI et par suite BI =： AI, 
ce qui prouve que le lieu du point I, par rapport aux axes 
fixes, est une parabole ayanl A pour foyer et Oy pour 
direclrice. Si nous prenons pour axes mobiles PB et PA, 
la m^me ^galite BI = AI nous montre que, rapport^ a 
ces axes, le lieu du point I est encore une parabole ayant 
B pour foyer et PA pour directrice. 
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Ces deux parabolas sont egales comme ay ant meme 

Fig. 3o. 




parametre OA = PB et elles sont symetriques par rapport 



Fig. 3i. 




a leur tangenle commune CI. 

4。 Un cercle C roule sur un cercle C', trouver 
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l^enveloppe d'un diamdtre AB du cercle C (Jig* 3i). 

La droite IM perpendiculaire a AB est la normale k 
I'enveloppe cherch^e et celle courbe est le lieu du point 
M. Or soil A! le point de la base qui a coincide avec A, 
on a lA' == lA ； mais si I'on d^crit la circonKrence de dia- 
metre IC, on a aussi arc IM = arc lA, done le lieu du 
point M est I'epicyloide que l，on obllent en faisant rouler 
sur le cercle de base C le cercle de diam^tre IG， le point 
d6crivant etant d'abord en A'. 

47. Mouvement relatif du plan fixe par rapport qu 
plan mobile. 一 On realise ce mouvement en donnant k 
chaque point du plan fixe une vitesse ^gale et contraire a 
celle de ce point consid^r^ comme entrain^ avec le plan 
mobile. 

Gar, entre la vitesse absolute la vitesse relative Vr et 
la vitesse d'entrainement (^？， on a la relation 

or ici = o, puisque le point est fixe dans le plan fixe, 
done 

Vr 二 一 

Cela pos6, le centre instantane a une vitesse d'enlraine- 
ment nuUe, il en est done de m^me de sa vitesse relative et 
par suite il est centre instaDtan6 dans le mouvement 
relatif; la base devient la roulante et inversement. 

Si, dans le mouvement primitif, un point M li6 au plan 
mobile decrit une courbe G du plan fixe, la courbe C dans 
le mouvement relatif parait mobile, en passant toujours 
par le point M. 
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4, ― Centre des accelerations. 

48. Lemme. 一 Lorsqu'une figure plane se d 各 place 
dans son plan, acceleration Yb cl,un point quelconque 
B est la somme giometrique de acceleration d，un 
autre point A, arbitrairement choisi, et de celle qu,au- 
rait B s，il tournait autour de A avec la vitesse angu- 
laire variable de la rotation instantanee. 

Car soient a、 b les coordonnees du point A et ； r，y celles 
du point B; menons par A des axes rectangulaires AX, AY 
li^s au plan ； on a 

a? 二 a + X cos a 一 Y sina, 
y zr: d + X sina -j- Y cos a ； 

d'ou 









dt^ 一 


" dt^ 




d\y 






dt* ― 


一 dr- 


一 5^ 



Yb est done la sorame giometrique i® d'une acceleration 
ayant pour composantes et ^^， c est-a-dire Ya? 2 de ce 

. • ，， . d^a cPb ， ， ， 

que serait 丫 bSi 1 on avait = o, = o; or cette double 

condition serait remplie si le point A ^tait fixe, mais alors 
a varierait seul, le syslfeme ne ferait que tourner autour 

de A, et la vitesse augulaire serait pr^cis^ment ^ = w, 

vitesse de la rotation instantanee. 

C. Q. F. D. 

Corollaire. ― On a 

(丫 B) 三 (ya) + (aB X + (AB X a>"， 
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la grandeur AB x ^tant port^e sur la perpendiculaire 

k AB dont le sens ou a croit et AB x o)^ sur la direction 
BA, car ces deux d emigres grandeurs out pour somme 
g^om^trique l，acc 豸 1 豸 ration de B tournant autour de A avec 
la vilesse angulaire g). 

49. Tn^ORiiME. 一 Dans tout mouvement plan il y a, d 
chaque instant, un point acceleration nulle, et V acce- 
leration des autres points est la mime que sHls tour- 
naient autour de lui avec la vitesse angulaire variable 
(I) de la rotation instantanee. 

Solent Xt ， les coordonn^es du centre instantane ^ 
I'^poque t, les composantes de la vitesse d,un point x^y 
du plan mobile sont alors 

dx dy 

celles de racc6l6ration sont par suite 

d^x ― day ( dy dy、 

"^二 一 、玄 n 



d^y d(o , 、 / dx dx、 

^二 — + " (石一 "ST 



ou, en ^liminant les composantes de la vitesse du podnt, 



egalant chacune de ces composantes k z6ro, on obtient les 
equations de deux droites rectangulaires, qui se coupent 
ail point d'accel^ration nulle. 

ViLUE. 一 Cinematique. 5 
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La seconde partie du ih^or&me r^sulte du lemme pr^- 
c^dent. A cause de cette d emigre propria t6, le point d'acc^- 
leration nulle a regu le nom de centre des accelerations, 

II convient de remarquer qu'en g^n6ra1 , les compo- 

santes et ne sont pas nuUes, car quoique le point 

consid^r^ comme entrain^ avec le plan mobile ail 
une vitesse nulle, il est remplac^ a chaque instant par un 
autre point. Ces quantit^s sont done les composantes de 
la vitesse avec laquelle un point variable du plan fixe 
prend successivement les positions du centre instantane, 
c，est- 含 -dire de la vitesse avec laquelle d^place siir la 
base, ou sur 】a roulante, le point de contact de ces deux 
courbes. 

50. Determination du centre des accelerations, a un 
instant donne. 一 Portons I'origine des axes coordonn^s 

Fig. 32. 




au centre instantan^ I a rinstant consid^r^ et prenons 
pour axe des x la tangente a la base, dans le sens ou le 
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point de contact se d^place ； on a alors, V 豸 taut la valeur 
absolue de la vitesse de d^placement du centre instantan^, 

X、 ― o, yx ― o, 
dt — , cU — • 

面二 "叾一 •"， 亩二 -々 ―" 

Les coordonnees du point C d 'acceleration nuUe (Jig* 82) 
salisfont done aux^ deux Equations lin^aires 

0)-^ -h -j^y =： o, ― X 一 to>，j^ 二 （oV; 

la premiere repr^sente une droite passant par le centre 
instantane, la deuxi^me est Pequation d*une droite cou — 
pant les axes en des points S et J tels 

IS 二 (乒， IJ 二」. 

Remarques. 一 I. Si (i> est constant, 尝二 0， les Equations 
du centre des accelerations deviennent 

a: rzr o, y zn: 二 IJ. 

Le centre des accelerations est alors en J et toutes les 

accelerations pas sent par ce point, car ^ ^tant mil, la 

composante de I'acc^l^ration perpendiculaire a MJ est 

egalement nuUe, puisqu'elle est MJ x • 

Le point J s'appelle centre geometrique des accelera- 
tions, parce que quand il s'agil de deplacements pure- 
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ment g^ometriques, c'est-a-dire ou n'entre pas le lemps, 
on peut supposer o) constant. 

II. Le point I dii plan mobile qui coincide avec le 
centre instantan^ a une vitesse nulle, mais son accel^ra- 
lion ne I'esl pas; on la d^duit en effet des formules qui 
donnent racc^l^ration d'un point quelconque, en faisant 
0： = o,^ = o, il vient alors 

百 ^ = — 

racc^l^ration du centre instantan^ de rotation est dirigee 
suivant la normale commune a la base el la roulante, el 
^gale a 一 coV. Or, si l，on prend l，axe des dirig^ vers le 
centre de courbure O de la base, on aura, si la roulante 
est ext^rleure k la base, to 〉 o et par suite 一 wV < o ； cetle 
longueur devra 6tre port^e sur le prolongemenl de I'axe 
des 力 pour avoir l，accel6ratioii du point I. Si au conlraire 
la roulante est inlerieure k la base, w < o et Pacc^l^ration 
du point I devra 6tre port 豸 e dans le sens du rayon de 
courbure de la base. Du reste, on voit imm^diatement 
quel est, dans chacun de ces cas, le sens de la deviation 
du point I. 



51. Methode g6ometrique, ― Recherchons d'abord 
racc^leration du centre instantan^, en employanl les axes 
simples d^finis au pr^c^dent; cette acceleration est 
la limite du quotient par △《 de la difference g 豸 om 豸- 
trique des vilesses aux ^poques 《 et f + △《• Or, soient 1 
et I| les centres instantan^s aux epoques f et ^-f- A^, 
{fig. 33) la vitesse du point I ^ ce second instant, est si Ic 
point I est venu en I'， 

= (a> -f- Aa>) X li r, 
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et cette vitesse est perpendiculaire k I| V ； d，ailleurs， k 
r^poque t, = 0， done 

，• (o) + 厶 (o) X III' ，• 0) 厶 s 

Yi 二 lim ― ― 二 lim -; j-y- = 0> V, 



厶《 



et celle quantity est port 豸 e ^ la limile sur la perpendi- 
culaire a la tangente en I, soit dans le cas de la figure 

Fig. 33. 




sur \y prolong 豸， ce qui revient a porter 一 (oV sur Iy， 
puisque w 〉 o. 

Cela pos^， en nous appuyant sur le lemme primitif. 



Fig. 34. 





I'acc^l^ration Ym d'un point quelconque M(r, 0) du plan 
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mobile est (Jig. 34) 

(了 u) 三 （一 （oV) + (a)V)+ ^/-^ j; 

projelant sur Ox et Oy^ on a 

矗 产 dio 
= 一 to'r cos 6 H- r -T- cos 



了 y 二 一 (0 V 一 (0* r sin 6 H- r 

oil 



d、 



Yy — — a)V 一 co'y + a? 

egalant ces quantites a z^ro, on aurait le centre des acce- 
lerations. 

52. Cercle des inflexions. 一 Proposons-nous de 
trouver, a I'^poque 《， le lieu des points pour lesquels 
r acceleration est tangentielle. La composante normale de 
racc^l^ration de M， 6valuee suivant MI, est wV sinO + r ； 
en r Egalant a z^ro, on a F^quation 

(or + V sin6 二 0， 

ou， en multipliant par r suppose difFSrent de z6ro， 

0) ( 広 S + J" + \y 二 o ； 

c'est r equation d'un cercle tangent en I a I'axe des 

el passant par le point J， car pour a: = o, on a = 一 — > 

c'est done le cercle d^cril sur IJ comme diam^lre 
{Jig. 35). On I'appelle cercle des inflexions, parce que 
to us ses points avant leur acceleration normale nuUe, on 



t" 一 OS 

6 



^ I 2 



n 

•1 

s 



6 
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a ^ = = o? ou puisque r ^ o, R oo ; done la Ira- 

jectoire de chacun des points de ce cercle pr^sente une 
inflexion cn ce point, a I'mtant consid^re t, sauf an centre 




insUntan 夂 dont la Irajectoire presente un rebroussement 
normal k la vitesse V. 

53. Lieu des points dont ['acceleration est nor male, 
—— Le lieu cherch6 s'obtient en egalant a zero la compo- 
sante tangentielle de Pacc^l^ration du point M, 

day ^. ^ 
r -J- ― (t)V cos6 二 o， 



ou, en eliminant toujours le cas de /' = o， 

(a?，+y2) 尝 ― ojVo? 二。； 

c'est lV.quation d'un cercle tangent a ly au point I et 
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passant par le point S qui a pour coordonnees 



y ― o, X ― 



dm 



Remarque. 一 Le point G situ 豸 k Fiutersection de ces 
deux circonferences est le centre des accelerations. Mais 
le point I quoique sur les deux circonferences n'est pas 
un point d'acc^l^ration nulle ； nous avons trouv6, en efFet, 
que son acceleration, dirig^e suivanl Oy, est 豸 gale a ― wV. 
D'ailleurs, dans les calculs pr^c^dents, nous avons sup- 
pose o, done il n'est pas ^lonnant que les formules ne 
s'appliquent pas au point I， pour lequel /• est mil et inde- 
lermin^. 

On se rend plus compl^tement compte de la singularity 
que presente le point I， k I'aide des considerations sui- 
vanles. Pour un point tel que M silu6 sur le cercle des 
inflexions, Paced 豸 ration est dirJgee suivant la normale 
a IM ； or si M se rapproche ind^finiment de I， la position 
limite de IM sera Ia， done I'accel^ralion de I consid^r^ 
comme .apparlenant k cette circonftrence sera normale 
a la:, De m^me, pour un point N de la seconde circonfe- 
rcnce, l，acc6l 谷 ration est dirig^e suivant IN, qui, a la limite, 
devient la droite I^; done de ce que le point I est k la 
fois sur les deux clrconf^renceis, on ne peul tirer qu'une 
seule conclusion, savoir que la composante de son accele- 
ration suivant est nulle. 



5. 一 Rayons de courbure. 



34. Relation entre la vitesse angulaire et la vitesse 
de de placement du centre instantane, 一 Soient o> la 
vitesse angulaire, V la vitesse de d^placement du point de 
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contact, R et les rayons de courbure de la base et de la 
roulante, on a la relation importante 

(1) V=R 土 R^, 

le signe sup^rieur r^pondant au cas ou ces courbes ont 
des concavil^s oppos^es et le signe inf^rieur k celui ou elles 
sont de m^me sens. On peul d'ailleurs ne conserver que 
le signe inftrieur pour les deux cas k la condition de dormer 
un signe k R'. 

Cas. ― Coneavites opposies. Soient C la base, C, la 
roulante {Jig- 36), I le centre instantan^ a I'epoque t. 



Fig. 36. 




y 

Ii le centre instantan^ a I'instanl t + △《， I' le point de C' 
qui vienl alors en I,, I，0， I'O' les normales aux courbes 
C et C ； on a 

arc IF = arc III = A^. 

Au bout du temps △《， FO' se place sur la direction 01, 
prolongee, par suite I'angle e de ces deux droites est celui 
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de la rotation infiniment petite du plan, puisque c'est 
I'angle des positions iniliale et finale d'line meme droite 
du plan aux ^poques ^ et ^ + Ar ; done, en valeur absoluc 



lim 



It' 



Mais 



d'oii 



£ 



二 + CV 



A.9 /0 O' 



or 



lim — 
Has 



一 厶 《乂厶 《s 



"《二 +， 



lim ^ 二 V: 



done 



CO 二 Vfj^ 



D'ailleurs V est une valeur absolue et w 〉 o， puisque 】a 
rotation se fait de FO' vers 01， oii de vers 0}， done 
la formule est exacle eu egard aux signes. 

2® Gas. 一 Concavites de meme sens. Soil d'abord 
R>R' (/ig' 37), alors la roulante est a I'int^rieur et 
0) < o. L' angle & des deux positions de OT aux epoques t 
et 《 + c'est-a-dire des deux droites OT et 01, est 



d'ou 



e -： O' — O 



£ ― A.?/0' O 
厶 《 ― Al \ As As 



mais 



lim_=z:-a>, 
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done ' 

Si R < R'， la roulanle est exl^rieure a la base, o) 〉 o， il 




en estde m^me de g 一 ^> done la m^me formule subsiste. 

Corollaire. 一 Lorsque ― 一 ^ est constant, ainsi 

que Fune des quantites V ou o), il en est de m6me dc 
rautre. On peut toujours siipposer V constant quand il 
s'agit d'une construction ou d'une propri^t6 g^om^trique 
independante des vitesses du systeme. 

55. Autre formule, —— Le centre geom^trique J des 

. . V 

accelerations s obtient en portant sur \y la quantity , 

soitdonc Jcette quantity susceptible de signe, on aura, sui- 
vant que les concavit^s seront oppos^es ou de m£me sens, 



丄一— 巴一— 〈丄 + 丄 

J — 一 V — — Ir""F 



ces deux formule s sont comprises dans la formule unique 
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qui donne le point J, 

(2) j + i - iHo， 

dans laquelle R est positif, d'apr^s le choix de Faxe des 
mais R' et J sont susceptibles de signes. 

Si, par exemple, un cercle O' roule a rint^rieur d'un 
cercle O de rayon double, la formule donne J == R, done 
le point J se confond avec le centre O de la base ； effecli- 
vement, le cercle de diam^tre 10 est celui des inflexions, 
car tous ses points decrivant des droites, le rayon de 
courbure de leur trajectoire est infini. 

56. Gas particuliers. ― i。 La base est une droite, 
Alors R = 00 , J =： R'， le point J coincide avec le centre de 
courbure de la roulanle. Si la roulante est un cercle, on 
a le mouvement cycloi'dal ； le point J est au centre O du 
cercle. On pouvait le pr^voir, car le point O d6crit une 
ligne droite parall^le a la base, d'ou il r^suUe qu'il est 
constamment siir le cercle des inflexions ； il doit done 
coincider avec le point J, car le cercle des inflexions doit 
^tre tan gent en I a la base. 

2® La roulante est une droite. Tout point M de 
cette droite decrit une courbe dite developpante de la 
base; la base se nomme alors la dis^eloppie de ces 
courbes. La droite MI, en se d^plaganl, reste a la fois nor- 
male k la trajectoire du point M et tangente k la base, 
done les normales ^ la d^veloppanle sont tangentes a la 
d^veloppee ； il en resulte aussi que le centre de courbure 
d'une d^veloppanle est au centre instanlane, car c'esl Pin- 
lersection de deux normales infiniment voisines de la de- 
veloppanle, c'esl-a-dire de deux tangentes de la deve- 
lopp^e. 
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Enfin on a J = 一 R; le point J est sym^trique, par rap- 
port au centre instantan^^ dii centre de courbure de la 
d^velopp^e. 

37. Centre de courbure d，une roulette. ― Soient 
M (r,6) un point mobile (Jig* 38), M' sa position infini- 
ment voisine, I et I, les situations correspondantes du 

Fig. 38. 



centre instantan^, et I, le point de la roulante qui viendra 
en I， ； IM et I|M' sont les normales a la roulette de M, 
aux ^poques 《 et f + A《 et I'lnlersection O, de ces droites 
tend vers le centre de courbure de la roulette en M. 
Soient encore , 6 les coordonn^es du point O, ； dans le 
cas de la figure ri 二 一 10, ， il serai t +10, si O, etait 
sur OM, au lieu d'etre sur son prolongement ; on a la 
relation 




(3) 
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En efTet e, angle de MI' avec sa position M'l, a Tepoque 
t + A《, est Fangle de la rotation pendant le temps Af, 
(Tailleurs w > o, done 



0) 



a7' 



en grandeur el en signe ； mais 



d'ou 



二 Oi + M， arc 11' = arc 1 1, = A^, 



M /0， M 

氐 t - 厶 s V ) 



Pour trouver la liiuite du second membre, d^crivons de 
M comme centre, avec MI pour rayon, un arc de cercle 
IG， le triangle Gil' donne 



y IG 



，• sin I' sinMI.r 

lim -r-7T 二 - 



sinG 



Sin — 

2 



二 sin(2 7r — 6) 二 一 sin 6' 



d'ou 



1. M 

lim ― 二 

A5 



sinO 



sin 6 



厂 



de m&mc le triangle II， G, donne 



lim^ 二一 071 



d'ou 



sinO sinO 



(1) 



0) 



= V ( ) sine, 



^1 厂 



I 



I sin 0. 



C.Q.F.D. 
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Avec un autre cas de figure, on aurait par exemple 
Uig' 39) 

口 M — Oi， 



lim ― = —— 



，• A5 /M O, 

CO 二 iim — I — 

厶《 V ii5 A5 



二 V 



sin 8 sin 6 



厂, 




ce qui conduit a la m6me formule. 



Corollaires, —— I. En vertu de la relation 



oil a encore la formule 



(4) , 1 



r f\ J sin 

II. On pent retrouver le cercle des inflexions en cher- 
chaQt le lieu des points M pour lesquels le rayon de 
courbure de la roulette est infini ； faisant r, 二 oo dans 】a 
formule qui precede, on a 

r — J sin 6, 

c'esl le cercle d6crit sur I J comme diam^tre. 



I J 



IF 



Is 
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58. Centre de courbure de Venveloppe d，uae courbe. 
一 La recherche de ce centre de courbure se ram^ne a 
celle du centre de courbure d'une roulette a l，aide du 
th^oreme suivant : 

TflfiORfeME. 一 Le centre de courbure de Venveloppe 
d'une courbe, en un point donne de cette enveloppe, 
est le mime que celui de la roulette decrite par le 
centre de courbure correspondan t de la courbe mobile, 

Soient, en effet D et D' les positions de la courbe aux 
^poques t et 《+厶《 [fig, 4o), I et I, les centres instan- 

Fig. 4o. 




tan^s correspondan ts, V le point de la roulante qui vient 
en I,， E et E' les points de contact de D et D' avec 
renveloppe; IE, I, E' sont des normales k I'enveloppe, 
done leur point de rencontre O4 a pour limite le centre 
de courbure de cette enveloppe. Menons encore FK nor- 
male a D; ^ la Hmite, le point K de rencontre de cette 
normale avec IE est le centre de courbure de la courbe D. 
Soient r et les coordonn^es polaires du point K， 
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/，, el 6 celles de O, ; on a, e ^tant Fangle de KF avec sa 
nouvelle position I， et remarquant que w 〉 o, 



(0 = 


: lim 


e 


s 二 Oi + K， 


lim 


£ 




/O, K\ 
A; ) ， 


lim 


K 




sin 6 
r 


lim 


o， 一 


sinO 

" 10. 


sin f\ 



d'ou 



0) = V ( \ sin0. 

r, /' 



Or c'est la formule qui donne le rayon de courbure de 
la roulette decrite par le point K centre de courbure de la 
courbe mobile ； done le centre de courbure de I'enveloppe 
est celui de la roulette decrite par le point K. 

39. Corollaires, 一 I. Les enveloppes de deux courbes 
paralleles D et D, sont des courbes parallMes, car le point 
K est le meme pour les courbes D et D" done aussi le 
point O, et par suite les deux enveloppes ayant m^mes 
centres de courbure sont parallMes. 

II. Le centre de courbure de I'enveloppe d'une droite 
du plan mobile s'obtient en faisant r = oo , d，ou 

•^sinG = g 一 +二 一 J' rj -h J sinO = o. 

Le lieu des centres de courbure des enveloppes des 
droites du plan mobile est, k un instant donn^, le cercle 
sym^trique de celui des inflexions par rapport au centre 
instantan^. 

L'^quation de ce lieu s'obtient d'ailleurs tr^s simple- 
ViLLiE. ― Cinematique. 6 
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ment comme suit; on a dans le triangle 0,11, {Jig* 40 

sinO ― sine 
Fig. 4i. 




(I'ou 

. 厶 s . V . 

lim LOi 二 /*1 二 lim — sin 6 二 一 sinO 二 一 J sinO ； 

厂 1 + J sinO 二 o. 

Si Fenveloppe d'une droite mobile presenle un point 
de rebroussement de premiere espece, le rayon de cour- 
bure etant mil pour ce point, le centre de courbure cor- 
respondanl se confondra avec le point de rebroussement 
lui-meme; done ce point de rebroussement se troiivera 
sur le cercle lieu des centres de courbure des enveloppes 
qui repond au point consid^re. Pour celle raison, ce lieu a 
regu 】e nom cercle des rebroussements. 

Si une droite mobile passe par un point fixe, ce point 
etant centre de courbure de I'enveloppe de la droite dans 
toutes ses positions, tous les cercles des rebroussements 
passent par ce point. 
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60. Construction de Savary, 一 Cette construction, 
due de fait a Euler ( ' ), donne le centre de courbure d'une 
roulette et par suite d'une enveloppe. Volci en quoi elle 
consiste. On joint le point d^crivant M au centre de 
courbure corre'Spondant O' de la roulante {fig* 4^), on 
prolonge MO' jiisqu'en Q situe sur la perpendiculaire IQ 

Fig. 42. 




a IM， on joint ce point Q au centre de courbure O de la 
base et I'on prolonge cette droite jusqu'^ sa rencontre 
en O, avec la norm ale MI a la roulette, O, est le centre 
de courbure de la roulette du point M. 

Abaissons, en effet, O'H perpendiculaire sur IM， on a 

IM~" MH ' 

or 

IM 二 r, (yJH 二 R'cosG, MH 二/ ^ — R' sin6， 



(») Nouveaux Commentaires de Saint- Petersbourg, pour 1766 
t. XI, p. 209. 
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d，ou 

一 rR'cose cose • 

二 — R'sinO 二 1 I . ' 

― ― - sinO 

on aurait de mSme, en appelant Q, le point de rencontre 
de 0,0 avec IQ, 

IQi 二 1 co:0 

g 一 ― sin 8 

d'ou IQ, = IQ, en vertu de la relation pr^cedemment 
demontr^e 

i — — - — I j sin 6, c.Q.F.D. 

R H' \ri r ) 



61. Construction de Savary modifiee, 一 Soil le 

Fig. 43. 




centre de courbure de la roulette du point M {fig. 43)， 
le rayon de courbure MO* = p rencontre le cercle des 
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inflexions en un point D， tel que 

厂 * 二 p X MD ； 

on a en effet, en egalant deux expressions de 1 'accelera- 
tion normale pr^cedemmenl indiqu6es (q®" 18 et 52), 



d'ou 



i^， (o-r* , ,j . ^ 

一 二 二 r 0)， -h w V sinO, 

P P 



. V . , . 
r* = p ( r H sinO J =： p (r 一 J sinO) = p x MD. 



Celte propri^l^ conduit k la construction suivante du 
centre de courbure O, : on joint le point M au point J et 
ron prolonge cette droite jusqu'a sa rencontre en Q avec la 
perpendiculaire IQ au rayon IM， puis par le point Q on 
m^DC une parallele a IJ jusqu'a sa renc5ntre en avec 
, Oi est le centre de courbure cherch^ ； car 



M0, _ M0_ 、 

d'ou 

MO, 二 p. 

La connaissance des sei^ls points I et J foarnit done le 
centre de courbure de toutes les roulettes. 

Remarque. —— Cette regie peut encore se deduire de la 
construction de Savary, si I'on observe que la base et la 
roulante n'entrenl dans reqiiation qui d^finit le centre de 

courbure que par la difference jr ― jrj; or 



I 一 J 

丄 8 

I - J 



丄 i 



IR 



done on peut faire la construction de Savary avec une 
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base de rayon infini, c'est-a-dire une droite et le cercle de 
rayon J， soil un cercle ayant J pour centre et de .rayon 
double de celui des inflexions. Gela revient a operer 
comme si le mouvement resultait du roulement sur une 
droite, de ce cercle, qu'on appelle cercle de roulement , et 
la construction de Savary appliqu^e au roulement de ce 
cercle sur Ox^ conduit a la regie prec^dente. 



6. 一 Applications gdomdtriques. 

62. Probl^ime. ― Connaissant les centres de courhure 
des roulettes decrites par deux points M " N d,"n 
plan mobile, trouver le centre instantani de rotation I 
et le centre giometrique J des accelerations. 

La recherche de ces points repose sur la propri^t^ 
suivante : 

Lemme. 一 L'axe radical du cercle de centre M et de 
rayon MI et du cercle decrit sur le rayon de cour- 
hure MO, de la roulette comme diametre, passe par le 
point J. 

Soil, en effet, j le point ou cet axe radical coupe la 
droite IM (Jig. 44)， on a 

My xMO, = MF'=Mi', 

ou, en posant lj = j 、 

一 力（广 一 厂1) 二 ou 一 ri\ 一 jr + jr、=o 

d'ou 
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inais on a aussi 



il en r^sulte 



J sind 一 厂 1 r 



y = J sinO, 




c'est-a-dire que j est la projection de J sur MI, done I'axe 
radical passe par J. 

Getle demonstration suppose que les deux cercles se 

Fig. 45. 




cou 



^v/wpent, il est aise de reconnaitre qu'elle subsists encore 
dans le cas contraire ； prenons M pour origin e et MO, 
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pour axe des les cercles out pour Equations (^fig. 45) 



J ；， +,， 一 MI 二 o, a?* H- J* ― X X MOi = o, 
d'ou I'axe radical 

Sn* = a?x MOi 二 My xMOi:=(/ — 一厂 ）； 
on, si c'est I， qui est centre instantane, 

MIj=r(_y4-r)(r-/-J: 

c，est la meme relation que pr^c^demment. 

Remarque. 一 Cette propri^te nous fournit une de- 
monstration purement g^ometrique de la relation 

Ml' 二 MOi X MD 

du 61 ； il r^sulte, en effet, de ce lemme que le point j 
est rintersection du cercle des inflexions avec la droite 
M0,， c'est-a-dire qu'il se confond avec le point D et que 
par suite Pequation 

，二 MOi X My 

n'est autre que la precedente. 

Gel a pose, connaissant les rayons de courbure MO, et 
NO2 des roulettes de deux points, on aura d'abord le 
point 1 intersection de ces deux normales ； on conslruira 
easuite I'axe radical des deux cercles relatifs au point M , 
ce qui donnera une premiere droite siir laquelle se trou - 
vera le point J; le point N en fournira une seconde et 
le point J sera a leur intersection. Ay ant les points I et J， 
on pourra troQver le rayon de courbure d'une roulette 
quelconqiie. 
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63. All lieu de se dormer un point M et le centre de 
courbure O, de sa roulette, on pent se dormer une courbe 
mobile et son enveloppe, car alors le centre de cour- 
bure K de la courbe mobile et celui O2 de son enveloppe 
soDt dans les m^mes conditions que M et O,. Toutefois 
la construction est en d^faut si 】a courbe mobile est une 
droile, car son centre de courbure K est a Pinfini et les 
deux cercles deviennent des droites perpendiculaires en 
1 et O2 a la droite IO2 norm ale a la courbe enveloppe . 
Dans ce cas, il suffit de remarquer que le point L syine - 
trique du centre de courbure O2 par rapport au point 1 
est sur le cercle des inflexions, done J sera sur la perpen- 
diculaire en L a IL, et cette droite remplacera alors I'axe 
radical. 

64. Centre de courbure de I， ellipse. ― Considerons 
r ellipse d^crite par un point M d'une droite AB {fig- 46) 
dont les extremites s'appuient sur deux droites rectangu- 
laire Ox et Oy\ le point I est le centre instantan^. Le 
point A d^crivant une droite, le centre de courbure est 
a I'infini sur la normale et le cei^cle d^crit sur le rayon de 
courbure comme diametre est I'axe des cette droite 
est aussi Uaxe radical relatif au point A; il en est de 
m6me de Oy pour le point B, el le point J se confond 
avec I'origine O. On arrive immediatement a cette con- 
sequence en remarquant que A et B sont des points 
d'inflexion pour ieurs trajectoires, done ces points appar- 
tiennent a la circonference des inflexions qui, de plus, 
passe en I. Appliquant alors la construcjion de Savary 
modifi^e, on a le centre de courbure O, de F ellipse d6crite 
par le point M. 

On peut encore obtenir le centre de courbure d'une 
ellipse k l，aide du trace suivant. 
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Soit P le point ou la normale IM rencontre I'axe des x、 
elevens en ce point une perpendiculaire PH sur IM, puis 
menons par H ou elle rencontre OM, une parallels a Ojk， 

Fig. 46. 

y 




nous obliendrons sur MI le centre de courbure O,. Pour 
jiistifier cetle construction, il faut demontrer que 

1m'=:M0i X MD, 

D ^tant le pied de la perpendiculaire abaiss^e de J sur IM. 
On a en effel 

MD — MJ 一 MK 

MP 二丽二 ia^， 

d'ou 

MOixMD = MPxMK; 

or 

* MK MB MP MA 

MT" MA' MT" MB' 

d,ou 

mT'iziMP X MK = MO, X MD. c.q.f.d. 




o J 



/ 



K 
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Remarquant que IM est la normale en M a I'ellipslB, on 
appliquera sans peine cette construction au cas d'une 
ellipse trac^e. 

65. Centre de courbure de la conchoide, 一 Le point 
O est le centre de courbure de renveloppe de la droite 

Fig. 47- 




mobile MB {Jig. 4力， done son symetrique L par rapport 
a I donne un point de la circonference des inflexions ； on 
en connait d'ailleurs deux autres, le point B et le centre 
instantan^ I. Le point J est done a rintersection de LJ 
perpendiculaJre sur 01 et de la droite fixe AB. Connais- 
sant J， il suffil d'appliquer la construction g^n^rale. 

Recherchons le lieu des points d'inflexion de toutes les 
conchoi'des ； soil M un de ces points, le quadrilat^re 
LIBM sera inscrit dans le cercle des inflexions, ce qui 
donne 

OM X OB 二 01 X 0L=2 0l', 



or 



OM = r、 OB 二 



a 



cos 6 



01 = OB X tange = —— 

^ cos* 6 



92 TRAITE DE CINEHATIQUE. 

de sorte que P^quation pr^cedente devient 

ra 2 a* sin* 6 • " 

= 2-r ~ ou r cos'0 = 2a sin'6. 

cosO cos* 6 

ou enfin 

le lieu cherche est une parabole semi-cubique. 



ROULEMENT DE DEUX COURBES SYMETRIQUES. 

66. Prenons pour base du mouvemenl une courbe 
quelconque C (y?g. 48) et pour roulante la courbe syme- 

Fig. 48. 

/ 



/ 




c 



trique C relalivement a leur langente commune IT, la 
roulante et la base r ester ont dans le mouvement, syme- 
triques par rapport d la tangente commune; en effet, 
les deux courbes C et C sont ^gales et superposables par 
rotation de CI autour de IT, si done G' est une position 
quelconque de C et le point de G〃 qui ^tait en I dans 
la position iniliale, les courbes se toucheront au point I, 
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representant deux points correspondants de G et (7， en 
vertu de P^galite des arcs 11' et I, I'， done ces deux courbes 
devront pouvoir comcider par rotation de G' autour de la 
langente FT', ce qui exige qu'elles soient sym^triques 
par rapport a celte droite. 

Les roulettes des differ ents points de la figure mo- 
bile seront semb tables aux diverses podaires de la 
base) car si P est un point quelconque du plan fixe, 
Q son symetrique par rapport a IT, dans le plan mobile C'， 
lorsque C viendra en C", Q viendra en Q' symetrique 
de P relalivemenl a FT'; or le lieu des points K' est 
la podaire de la base relative au point P et comme 
PQ' = 2pK', Q' d^crit une courbe semblable a celte 
podaire. 

Enfin la relation 

J — R R' 
donne en vertu de la condition 

R'=: — R, J 二 一-， 

2 

done le point J est au milieu du rayon de court are de 
la roulante. 

67. Considerons, par exemple, - le mouyement d^fini 
par le deplacement d'un angle droit APB dont un c6t6 
passe par un point A fixe sur la droile Ox (n® 46， 
^^tfig' 3o), tandis qu'iin point B du second cote decrit la 
droite Oy^ avec la condition OA = PB = a ； on a vu que, 
dans ce cas, la base du mouvement est une parabole dont 
A est le foyer et Oy la directrice et la roulante une pa- 
rabole ^gale ayant le point B pour foyer et PA pour dire- 
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trice, ces courbes sont cTaiUeurs symetriques par rapport 
a la tangente commune IG et elles ont respeclivement 
pour sommets les points S el S' tels que 

OS 二 PS' = ^ 

2 

D'apr^s ce qui pr^c^de, le point S' d^crira line courbe 
semblable a la podaire de S par rapport a la base, carS et 
S' sont symetriques relativement a la tangente IG, done S' 
decrira une clssoide. La podaire du pied O de la direc- 
Irice etant une slropboi'de, son sym^trique P decrira une 
strophoi'de. 

68. Centre de courbure de laparabole, ― Regardons 
cette courbe comme ^tant la base du mouvement prece- 
demment d^fini ； nous connaissons deux points I et B du 
cercle des inflexions {fig* 49)? de plus J doit se trouver 
sur la normale a la courbe, il est done au point de ren- 
contre de cette normale avec la direclrice, et le centre de 
courbure O de la parabole s'obtient en prenant 10 = 2 IJ, 
en sens contraire de cette droite I J. 

Cette construction peut 6tre dirigee comme suit en se 
fondant sur I'^galit^ des triangles rectangles JBI et J'AI : 
joindre le point I consid^re au foyer A de la parabole , 
mener en A la perpendiculaire a ce rayon vecteur jusqu'a 
sa rencontre en J' avec la. normale a la courbe et doubler 
la longueur IJ'. On arrive directement a cette derniere 
construction si I'on remarque que la circonf^rence des 
rebroussements passe par I et le point fixe A et qu'elle 
admet par suite I J' comme diametre. 

Ce qui precede permet de construire le rayon de cour- 
bure de la roulette decrite par un point quelconque du 
plan d'linc parabole, qui roule sur une de ses tangente s ； 
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prenons en particulier le foyer A, il suffira, en appliquant 
la construction de Savary, de mener AO jusqu'^ sa ren- 
contre en Q avec une perpendiculaire k lA et de mener 
par Q une parall^le a 10 qui renconlrera la normale lA k 
la roulette du foyer au centre de courbure de cette roulette. 



Fig. 49- 




11 est aise de reconnaitre qu'on tombe ainsi sur le point 
G tel que IC = 2 IA， car de I'egalit^ des triangles rec- 
tangles AIQ et AGO on conclut que IQ est ^gai et parallele 
a CO, done la figure IQCO est un parall^logramme et QC 
est parallele a 10. La roulette du foyer a done son rayon 
de courbure AG egal etde sens contraire k sa normale AI, 
ce qui est une propriete caract^ristique de la chainelte ； 
nous retrouvons ainsi le resultat obtenu indirectement au 
n« 44， , 
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d'ou 
ou 

r' — r} = gh 

et enfin 

A — A] 二 Ttgh, 

III. Consid^rons une courbe ferm^e C {fig* 5i) et une 
corde MM' de longueur constante, soient M， un point fixe 



Fig. 5i. 




sur cette corde, situ 豸 k la distance ^ de M et A de M', et C, 
la courbe d^crite par ce point quand MM' se meut; les 
points M et M' engendrent la mdme courbe d'aire A, si 
done A| est I'aire enlour^e par le lieu de M , ， on aura pour 
expression de l，aire annulaire comprise entre C et C， 

A — Ai = Tzgh ； 

elle est ind^pendante de la courbe. C. 
Cette remarque est due a Holditch. 

CONDITION POUR QU'UNE ROULETTE PRESENTS 
UN REBROUSSEMENT. 

71. II y a rebroussement de la trajectoire d'un point 
quand sa vitesse passe par z^ro, car alors la projection de 
la vitesse sur un axe quelconque change de signe et par 
suite le mobile rebrousse chemin : or, si I est le centre 
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instantan^, la vitesse d'un point M a pour expression 
IM X (1) et pour qu'elle soil niiUe il faut que IM = o ou 

G) = O. ' 

I** IM =： o, le point M coincide avec le centre instan- 
tane, ce qui a lieu successivement pour les divers points 
de la roulanle ； la tangente de rebroussement est normale 
a la base. 

2® (0 = 0; de la relation 

I 0) I I 

J — V R R' 

on d^dult R =： R'， c'est-a-dire que le centre de courbure 
de la roulante coincide avec celui de la base. Ges deux 
courbes sont alors osculatrices et loutes les Irajectoires 
presentent simultan^ment un point de rebroussement. 
On peut se demander dans quels cas ces rebroussements 

Fig. 52. 




sont de premiere ou de seconde espece. Pour le voir, cal- 
culous le rayon de courbure correspondant M0< ； on a 
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mais si 0) = o, I J est infini el M0| mil, on a done en 
g^n^ral des points de rebroussement de premiere espice. 
Cependant si = o, c,est- 佥 -dire si le point M appartient 
a la tangente Ix, I'expression pr^c6dente prend une forme 
ind^termin^e ； on v^rifie alors que le rayon de courbure 
est fini， ce qui prouve que le rebroussemenl est de deuxi^me 
esp^ce. Si, par exemple, la roulante est une droite et qu'elle 
devienne osculatrice k la base, cette courbe pr^sentera un 
point d'inflexion ； la trajectoire d'un point quelconque de 



Fig. 53. 




la tangente d'inflexion aura un rebroussement de seconde 
espece, puisqu'elle ne sera autre que la d^veloppante de 
la base {Jig. 53) ； il n'y a d' exception que pour le point de 
contact I dont la trajectoire n，a pas de rebroussement. En 
g^n^ral, si la base et la roulante deviennenl osculatrices, 
toutes les roulettes ont des rebroussements de premiere 
espece, si I'on exceple les points de la tangente commune 
qui ont des rebroussements de seconde espfece. 

DU GLISSEMENT. 

72. Une courbe mobile 01 reslant loujours tangente 
a une courbe fixe C， on dit qu'il y a glissement simple 
lorsque le mSme point de G' vient occuper successivement 
les divers points de C. II y a roulement compliqu^ de glis- 
sement, ou plus simplement glissement lorsque le point 
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de contact change a la fois sur les deux courbes, mais sans 
que les arcs d^crits par le point de contact sur ces courbes 
soient 6gaux . 

Soient let A les points de contact aux epoques tet t + A^, 
{Jig* 54) A' le point de C qui doit venir en A, on appelle 
vitesse de glissement la quantite g^ometrique 

•V^ = liiu : 

il est ais6 de reconnaitre qu，elle est dirig^e suivant la tan- 
gen te commune aux deux courbes G et C et ^gale a la diff6- 

Fig. 54. 




rence des vitesses de d^placement du point de contact sur 
chacune de ces courbes. En effet, dans le triangle AIA', 
A'A est au moins egal k la difference des infiniment 
petits du premier ordre lA et lA/, A'A^IA 一 LA/; d，ail- 
Jeurs si de I comme centre avec lA' comme rayon on d^crit 
I'arc de cercle A'B, A'A est au plus ^gal k la somme 
AB + A'B, or AB = lA 一 lA! est du premier ordre et Pare 
A'B du second, done en n^gligeant les infiniment petits 
du second ordre, ce qui est permis si A'A est du premier 
ordre, c'est-a-dire s'il y a glissement, on a A'A ^ I A 一 lA'. 
De ces deux in^galit^s il resulte que 

A'A = lA — I A/, 
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d'ou, en divisant par et passant a la limite, 



D'ailleurs 



V, 二 v「v 



A'A 二 

sin A 



ce qui exige, puisque A'A el lA! sont de m^me ordre, que 
r angle A ait son sinus infiniment getit ou que la droite 
A'A ait la m^me direction limite que lA. c.q.f.d. 

73. Glissement cTime courbe mobile sur son enve- 
loppe. 一 Soient {fig. 55) : 

C et C la base et la roulante, 

D et D' deux positions infiniment voislnes de la courbe 

et E son enveloppe, 
M et M' les points de contact aux epoques ^ et ^ -f- bkt. 




I et I， les centres instantan^s correspondants, 
M', le point de D qui doit venir en M'. 

II n'y a pas roulement de D sur E， car autrement D 
serai t la roulante el E 】a base et il y aiirait deux points M 
et I de vltesse nulle. 
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Le glissement est ici， par definition 



lim -— - 二 lim Vrz=vz=:ztax 



— V ( - —— - 
1 R R, 



X 



DE L EPIGYCLOIDE. 

74. L'^picycloi'de est la courbe d^crite par un point 
du plan d'un cercle mobile qui roule siir un cercle fixe. 
On distingue trois especes d'^picycloi'des : 

I® Les epicycloi'des ordin aires decrites par les points de 
Ja roulante. 

2® Les 6picycloi'des raccoiircies fournies par les points 
int^rieurs a la roulante. 

3® Les Epicycloi'des allong^es provenant des points exte- 
rieurs a la roulante. 



75. Coordonnees d，un point de Vepicycloide. 一 
Soient O le centre du cercle fixe, O' celui du cercle 

Fig. 56. 




mobile et M un point de la figure mobile {Jig. 56). Si nous 
considerons le rayon O'B passant par M, on exprimera 
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qu'il y a roulement par la condition 

arc I A = arc IB. 

Prenons pour axe desy la droite OA, pour axe des xle 
diametre perpendiculaire et d^signons par R et R' les 
rayons des cercles O et O', R' ^tant pris positivement 
lorsque les deux cercles sont tangents int^rieuremenl ； 
posons 

e=:0'OA, (p = BO'I et a = 0'M, 

si a est inftrieur a la valeur absolue de R' la trajectoire de M 
est line ^picycloi'de raccourcie, si a est ^gal a R'， I'epi- 
cycloi'de est ordinaire, enfin elle est allong^e pour a supe- 
rieur k R'. 

La condition arc lA = arc IB est exprim^e par 

R 。二一 R'?; 

on a d'ailleurs, en projetant le^contour OO'M sur les axes 
et appelant K le point de rencontre de MO' avec OX, 

a? 二 00, X cosO'Oa: — O'M X cosOKO', 
7 = 00' X cosO'O J + O'M X cosO'HO 

ou 

(R — R') sine -— asin(0 4- 9), 
7— (R 一 R') cos 6 一 a cos (6 + 9). 

Posons 

R — R' 二一 kR'， 

la relation RO -f- R'9 = o donne alors 6 -h 9 = k6, et les 
coordonn^es x ety deviennent 

X z= ― kR' sin 一 a sin k6, 
y 二 一 kR' cosO 一 a coskO. 
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76. Points de rebroussement ou d， inflexion. ― Pour 
qu'il y ait rebroussement, il faut que le point M puisse 
venir dans une cerlaine position de la figure mobile, coin- 
cider avec le centre instantane, ce qui n'est possible que 
pour les points de la roulante ； done les 6picycloi*des ordi- 
naires ont toujours un point de rebroussement et sont 
seuleis a en avoir. 

La trajectoire de M presentera un point d'inflexion si 
le point M peul venir sur le cercle des inflexions dont le 
diam^tre J est donn6 par la formule 

— 丄 一 丄 T— RR' 
一 J 二 R 一 二 K — JtV; 

J II 'est positif que si R > R' > o. Si, par exemple, les cir- 
conferences sont exterieures et que I'oq pose R' = ― r , 
on aura 

一 J 二 IJ 二 
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IJ est inferieur au plus petit des deux rayons R et r et il 
y aura inflexion si r 一 IJ < a •< r, car alors la circonfe- 
rence de centre O' et de rayon a rencontrera le cercle des 
inflexions ； dans le cas des cercles exterieurs, les 6pi- 
cycloides raccourcies sont done les seules pouvant avoir 
des points d'inflexion. 

Pour que la tangente en un point M passe par le centre 
O dii cercle fixe, 11 faut que ce point M se Irouve sur la 
circonf^rence decrile sur 01 comme diam^tre, ce qui exige 
que I'on ait, si les circonferences sont exterieures, 

r <a<R4- r; 



cela ne peut se presenter que pour les 6picycloi*des 
allong^es. 
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77. Formes particulidres de Vipicycloide. 

i"a = o, repicycloide se r^duit a un cercle. 

2® R' = 00 , la roulante devient une droile et ses diffe- 
rents points d^crivent des d^veloppantes de cercle. 

3® R = 00 , la base est une droile et les roulettes des 
cycloides ordinaires, allohg^es ou raccourcies, et ces der- 
ni^res out loujours des points d'inflexion. 

4° R/= — i les 6picycloides ordinaires se r^duisent a des 

droiles et les autre s vari^t^s a des ellipses. 

5® R'= 一 R， on obtient pour trajectoires des limagons 
de Pascal. En effet, la base et la roulante ^tant syme- 
triques par rapport a la langente commune, les roulettes 
sont semblables aux diverses podaires de la base ； or la 



Fig. 57. 




podaire d'uii cercle C relativement k un point quelconque 
P {fig' 57) est un limagon de Pascal, car si ron decrit un 
cercle sur PO comme diam^tre et qu'on abaisse PK per- 
pendiculaire sur une tangente quelconque au cercle G, 
on aura 

PK:zi: PA + AK = PA + R; 

le lieu des points K s' obtient done en prolongeant d，ime 
longueur constanle R， les rayons vecteurs du cercle de 
diametre PO. 



CHAP. II. ― MOUVEMENT PLAN d'UN SYSTEME INVARIABLE. lO" 

Si le point d^crivant est sur la roulante, P est sur la 
base et le limaQon est une cardioide. 

6® R'=: 2R, les trajecloires sont encore des limagons 
de Pascal. 

Soient, en effet, un cercle G {Jig. 58), de centre O' rou- 
lant sur un cercle fixe int^rieur C, de centre O et de 
rayon moiti^ moindre, I la position initiale du point de 
contact, P le point d^crivant et M le point ou 】e rayon 

Fig. 58. 




PO' coupe la circonftrence C; le centre O' d^crira le 
cercle G et si CV' est sa position an temps t, le centre inslan- 
lane sera en I' a l-aulre extr6mil6 du diam^lre 0"0I ； cher- 
chons 1 'angle correspondant de la rotation. La formule 




donne o)= ^> or, sans changer la forme des roulettes, on 

peut supposer constante la vitesse V de d^placement du 
centre instantan^, ce qui enlraine co = constante, alors 

, , V《 IF O'O" 

2R 2R 2R 

ct la droite MO', fait pr^cisement avec MP I'angle qui a 
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pour mesure " ； donb le rayon P'O" passe par le point 

fixe M et comme PO' est constant, la roulette de P est 
line coDchoi'de de cercle ou limagon de Pascal. On oblient 
d'ailleurs la vari^t6 cardioide du limagon de Pascal si le 
point d^crivanl est sur la roulante. 

La consideration des mouvements relatifs (n® 47) con- 
duit plus ^l^gamment au m^me r^sultat. Soil, en efiet, le 
cercle C roulant sur le cercle G de rayon double, le mou- 
vement du plan fixe relativement au plan mobile sera celui 
de G sur C, que nous Studious, et puisque dans le mouve- 
menl r^el le point M d6crivalt le diam^tre AB， la droile 
P O'M du plan fixe parait pivoter autour du point M de la 
circonftrence G, qui parait fixe, tandis que le point 0' 
semble d6crire cette circonf^rence ； le point P parait done 
decrire un limagon de Pascal, puisque la distance PO' de 
deux points du plan fixe est constante. 



78. Centre de courbure de Vepicyclo'ide ordinaire- 一 
Appliquons la construction de Savary, Soil M le point 
decrivant (Jig, Sg) ； menons M0'， d'ou le point Q sur la 
perpendiculaire IQ ^ IM ; joignons QO, on a le point 0, 
sur la normale MI, qui est le point cherch6. 

Le lieu du point O, est une ^picycloi'de ordinaire, car, 
les droites QA et IM norm ales a IQ 6tant paralleles, les 
deux triangles OO, I et OQA sont semblabies et donnent 

' 00, 01 R 

"U^y = OX 二 S^rnr' 二 const, 

done le point O, d^crit une courbe semblable k la trajec - 
loire du point Q， c'est-a-dire une ^picjcloi'de ordinaire, 
puisque le point Q diagonalement oppose a M est fixe sur 
la circonftrence mobile. 
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On a aussi 

00， 10, 10， R 
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d'ou 



2(R 一 R') — 10， +IM — MO. 
K— 2H' ― ― 

MO, 



done le rapport est constant. 




Dans le cas de la d^veloppante 
suite 



de cercle R' = oc , par 



二 I ； 



done le centre de courbure est au 
Dans le mouvement cycloi'dal R 

MO, 

二 2; 



centre instantane. 
est infini, done 



on obtiendra le centre de courbure de la cycloide en pro- 
longeant la normale MI d'une longueur ^gale k elle-mdme 
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Si R' = — > Oi est rejeti i rinfini, dans ce cas Fepi- 

cycloide se reduit k une droite. 

Pour R' = — R, on a une cardioi'de et = 急 • 

Mi 6 

Enfin si R' = 2 R, = | • 



79. Enveloppes de diverses lignes invar iab lement 
liees d la figure mobile. 一 L'enveloppe d'un diametre 
du cercle mobile est un ^plcycloide ordinaire, (n® 46, 4**)- 

2。 L'enveloppe d，ime d^veloppante d'un cercle concen- 
trique a la roulante est une developpante d'un cercle 
concentrique a la base. 

Soil, en effet, A' le cercle concentrique a la roulante 



Fig. 6o. 




{Jig. 6o), M le point ou une developpante de ce cercle 
louche son enveloppe, pour la position C de la roulante ； 
MI est normale a la developpante mobile et a son enve- 
loppe et par suite cette droite est tangente au cercle A' ； 
de plus la perpend iculaire OB abaiss^e de O sur cette nor- 
male est constante, en verlu de la similitude des triangles 
lO'B' el lOB, done les normales aux difKrents points de 
I'enveloppe d'une developpante du cercle A! sont tangeDtes 
au cercle fixe A de rayon OB, et par suite cette enveloppe 
est une developpante du cercle A. 
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80. Longueur de Varc de Vepicycloide ordinaire, 
― L'angle de la droite mobile BO' {fig. 56) avec la 
droite fixe Oy etant egal aO -f- (p，l，6l^ment d，arc d^crit dans 
la rotation instantan^e par le point B est 

c&=:IBxt/(cp-He); 

or 

IB 二 一 aR' sin-> 

2 

et, comme il y a roulement, on a la relation 

RO 二一 IV<p, d^ — — r^d^, 

done 

ds 二 一 2 R' (1 - D sin! t/cp 



/ R'\ CD 

s 二 4R' ( I 一 g- 1 cos^ + const. 



L'arc compris entre deux points de rebroussement con 
s^cutifs est 



s 二 



Pour la cycloide R est infini, done Fare de cycloide est 
^gal a huit fois le rayon du cercle g^ndrateiir. 

La cardioide s'oblient en faisant R' = ― R, (ou encore 
R'= 2R) la formule pr^c^dente donne s = i6R， done 
I'arc de cardioide est double de Pare de cycloide. 
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CHAPITRE III. 

MOUVEMENT D,UN SYST^ME INVARIABLE 
AUTOUR D UN POINT FIXE. 



1. 一 Axe instantand de rotation. 

81. Avant d'aborder I'^tude du mouvement d'un solid e 
ou system e invariable dans toule sa g^n^ralite, il convient 
(I'examiner le cas particulier ou le corps pr^senle un point 
fixe ； r^lude g^om^trique de ce mouvement repose sur le 
th^orfeme suivanl : 

Th^oreme. 一 Dans le mouvement d，un so tide autour 
d，un point fixe, il existe h chaque instant une droite 
issue de ce pointy dont to us les points ont une vitesse 
nulle, et les vitesses de to us les autres points du corps 
sont les mSmes que si le so tide tournait autour de cetle 
droite, qu，on appelle axe instantani de rotation. 

Ce ih^or^me est du a Euler et a d'Alembert ； ce dernier 
y a conduit en ^tudianl le mouvement de precession. 
Nous d^montrerons d'abord le lerame suivant : 

Lemme. — ： On peut faire passer un solide quiprisenle 
un point fixe^ d，une position a une autre^ en le faishnt 
tourner autour d'une droite passant par le point fixe. 
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Du point fixe 0， avec un rayon ^gal a P unite, d^crivons 
une sphere que nous supposons fixe, et soient A et B 
{Jig. 6 1 ) deux points de cetle sphere invariablement li^s au 
solide ； ils resteront constamment sur la sphere, et leurs 
positions a un instant quelconque d^termineront celle du 
triangle AOBlie au solide et, par consequent, celle du solide 
lui-m^me ； il suffit alors d'^tudier le d^placement sur la 



Fig. 6i. 




sphere des deux points A el B ou de Pare du grand cercle 
AB de longueur constante. 

Soient done AB, A,B', deux positions de cet arc, joi- 
gnons AA', BB* par des arcs de grand cercle et Elevens 
sur leurs milieux H et H' des arcs de grand cercle HI, H,I 
qui leur soient perpendiculaires , soil I leur point de ren- 
contre ； les deux triangles AIB, A'lB' equllat^raux entre eux 
sont egaux, done il en est de mSme de leurs angles en I 

d'ou, aj out ant I'angle BIA'， 

AIA/ =z W = a. 
Done, si Foil fait tourner la premiere figure de I'angle a 

ViLUE. 一 Cinematique. 8 
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ail tour du rayon 01 de la sphere, A viendra en A', B en B, 
et le solide aura passe de la premiere position a la seconde. 

11 poiirrail se faire que les arcs de grand cercle HI et H'l 
coi'ncidassent; dans ce cas'， k cause de la sym^trie, BA el 
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B'A' vont se rencontrer surce grand cercle en I (//^. 62)， 
on voit qii'il siiffit alors de faire toiirner la figure d'un 
angle convenable autour de 01. 

Appliquons ce lemme k deux positions infiniment voi- 
sines du syst^me aux ^poqiies 《 et 《 + A《 et soient A et A' 



Fig. 63. 




i/ig' 63) les positions correspondantes d'un meme point, 
01, I'axe de rotation et K, le centre du cercle que decri- 
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rait A dans la rotation autour de 01， . Pour calculer la 
Vitesse if de A. dans le mouvement reel, on peut remplacer 
Fare AGAl' de irajectoire par l，arc de cercle KAI de centre 
Kl,， qui a m£me corde, et Pon aura 

V 二 lim AKi X 

soient alors 01 la position limite de 01, quand tend vers 
z^ro, et r la distance AK du point A a la droite 01. Posons 

，. Aoc 
o) = am 



il vient 

V 二 rto, 

0) ay ant, comme Aa, la m6me valeur pour tous les points k 
une ^poque donn^e, mais variant gen^ralement d'une 
epoque a 1' autre. En outre, la droite AA' est une perpen- 
diculaire au plan mene par son milieu et la droite 01, ， 
done a la limite la vitesse v est une perpendiculaire au 
plan mene par le point A et I'axe instantane 01, 

Tout se passe done, au point de vue des vitesses, comme 
s'il y avail rotation du solide a l，々oque t, autour de 01， 
avec la vitesse angulaire o). 

Corollaire. ― Les plans normaux aux vitesses, c'est-a- 
dire aux trajectoires des differents points du system e a un 
instant donn^, passent tous par une m^me droite 01. 

82. Remarqubs. 一 I. Oq appelle pole instantan& le 
point I d'inlerseclion de la sphere avec I'axe intantan^ ； 
par ce point passent les arcs de grand cercle normaux aux 
trajectoires spheriques des diflKrents points de la sphere. 
Autremeut dit， les normales spheriques concourent en un 
mSme point qui est le pole instantane I. 
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II. L'axe instantan^ 01 change g^neralement de situa- 
tion a chaque instant dans I'espace ； il en est alors de 
m^me dans le solide. Car si 01 et 01, sont deux positions 
infiniment volsines de I'axe instantan^, ce n'est pas la 
droite 01 du corps qui sera venue en 01, ， puisque 01 ^tait 
fixe, mais bien une autre droite 01' de ce solide. 

III. L'axe instantan^ du mouvement diurne est variable 
dans la Terre ； ce n'est done pas to uj ours le m^me point de 
la Terre qui est le p61e. On d^monlre que ce p61e instan- 
tane d^crit sur la surface lerrestre une circonftrence de 
o",27 de rayon. 

(De Saint-Germain. 一 Exercices de Mecanique, p. i8i.) 

83. tltude analytique du mouvement d，un solide qui 
presence un point fixe, 一 L'^tude g^om^trique de ce 
mouvement, que nous avons faite, est incomplete, en ce 
sens qu'elle ne nous permeltrait pas de calculer la rota- 
tion a laquelle ce mouvement pent se ramener dans des 
circonstances determin^es. 

Par le point fixje O faisons passer trois axes rectangu- 
laires fixes O 刀， 0/ et Oz et trois autres axes rectangulaires 
OX, 0Y， OZ invariablement lies au corps, entrain^s avec 
lui et formant un syst^me direct comme le premier. Un 
point M du corps a des coordonn^es fixes X, Y, Z et des 
coordonnees absolues x,y, z variables avec le temps. 

Les formules de transformation des coordonnees nous 
donnent 

( «2? 二 aX + aT + a% 
(I) 二 pX+p,Y+p% 

( -二 yX + 了, Y + /Z; 

IX = ao? + + yjz, 
Y =： d X + ^'y + 丫, ：， 
Z = + + i'z : 
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les neufs cosinus directeurs sont des fonctions du temps, 
li^es entre elles par les diverses formules que voici, el 
dont six seulement sont distinctes : 



(3) 



(4) 



(5) 



(6) 



(8) 



a' 
a 



1% 



二 I， 

严 



"2 



a' a 
a"a 



ax 



伊^ Y 二 o, 

+ 丫,' 丫 ― 0， 
PP, + 丫了 ' 二 o ； 



a2 + a" + a"» = 
j3« + 『 + 

Y* + 丫' * + Y 



ff2 ― 



I ： 



p 丫 + PY + 二 o， 

yoL + 了' a, + yV ■= o, 



酽, 
/， 



a 



a 



If 



r 



ol" f 



a 

a' 



a 



.tf 



Cela pos^, les composantes de la vitesse du point M 
s'obtiendront en d^rivant les formules (1) 



Z 



"57 



邵， ， 7 dp" 



dt dt 



〃 〃> 



/Y 〔a ^ 



a op Yl 



7 
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ou, en fonction des coordonnees variables, 



'dt 



Mais, si ron derive les formules (5), on a 



on peut done ^crire les composantes de la vitesse 



Par 二 



(V 二 



二 



力 



产, d/x' 



了 dt 
dt 



X 











dt 


+ 丫 i — 


一 Y 


It 


dp 
dt 


T 
、《 


〜,, 
- a 


dp" 
~di 


dt 






dt 


on 


trouve 







Or, si l，on derive les formules (6), on trouve 
P 《十 P t/, 十 P 《― 、？ dt 十 X dt 十 1 ， 



on peut done poser 



T 

s 



a «p 

s s 



CP 

s 



y a 
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et les composantes de la vitesse prennent alors la forme 

1 二 g^i- — "i/, 
(I I) I i^yz^zr^a: 一 piZy 

I 二 A/ —？ 1^ 

ce sont pr^cis^ment les composantes de la vitesse d'un 
point lournant autour d'un axe passant par l，origine et 
ayant pour projections les quanlit^s (j、 et r< , qui sont 
seulement des fonctions dii temps. Done la vitesse du 
point consider^ est bien la m^me que s，il tournait, avec le 
solide, autour d'un axe dont les Equations sont 

X ― y 一 z 
Pi~ ,、 

et la grandeur 



84. Projections de la vitesse d un point sur les axes 
entratnes. 一 Ces quanlit^s ^x? ^^r， ne doivent pas ^tre 

confondues avec les quantites 尝， 芸， 尝， qiii sonlnulles, 

puisque 】e point X， Y, Z est fixe par rapport aux axes 
mobiles. 
On a 



d'ou 



t^x 二 a + P <V 
二 afx^ + Y 



Z 



1u 



h4? 



"ST 



z 



八 —J— — 1— 1 '—1 r" 乙 ~ 

at at at 
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le coefficient de X est nul et il resle 



(12) { ^'r = 

i^z 二 



a di 



P dt 



Y 



't 

了^、 z 



dec M , dy 



T dt 



X 



a di 



Posons maintenant 



(i3) 



dt 一 


— Sa' 


M， 


di" 
dt 一 


— Sot'' 




di ― 


一 Soc 


dct! • 



il viendra 



(i4) 



二 qTj 一 rY， 
Vx 二 rX 一 pZ, 
i^z 二/? Y — g X; 



ce sont les expressions cherchees ； elles demontrent a noH- 
veau I'existence de I'axe instantan^, car elles representent 
les projections sur les axes mobiles de la vilesse du point 
X， Y， Z tournant autour d'un certain axe de rotation 
ayant /?, gr, r pour projections sur les axes entraines. 
On a done la relation 

(l5) p2 _,_ ^2 _j_ ^2 ^2 _|_ ^2 —(^8. 

Enfin il con\ienl de remarquer que les S qui figiirent 
dans Pj r se rapportent aux lettres et ceux de gr, ， 。 
aux accents. 



X, 



_uA""P'_^v" 内'、 Y 



85. Autres relations entre les cosinus directeurs et 
leurs derwees, 一 Les relations (i3) definissent les quan- 
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tit^s /?, r et permettent inversement de trouver par 

exemple 尝， ^ et ^ en fonction des cosinus directeurs 

des axes mobiles et des composantes de la rotation inslan- 
tan^e. 

Les trois formules contenant les d^rlv^es cherchees 
sont 



V ，di , dx 



= + 8' 性 

5Z 十 P ^ 



dx 

de 



di 



d'oii les relations 



(i6) 



doL ― 
de ― 

de ― 

鱼二 

dt ― 



一 

一打 



叶， 

n', 



et les suivantes 



(i6 bis) 



(i6 ter) 



I doi' 
It 

乜 

dt 

It 

'dt 
df_ 
'dt 



If 



' It 
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On en d^duit encore 



(17) 



Pit 

d、 



-卜？ 



广丁二 o: 
dt ' 

r — V- 二 o 



dt 



― o. 



2. 一 MouTement 6picycloIdal spMrique. 

86. Methode geometriqiie. 一 Poinsot, auquel est due 
la notion de I'axe instantane de rotation, a montr^ que le 
mouvement d'un corps solide autour d'un point fixe peut 
etre ramene au roulement d'un c6ne mobile sur ua c6ne 
fixe, ces c6nes ayant pour sommet commun le point fixe. 

On dit que deux cones de m^me sommet O roulent 
Fun sur I'autre, si les courbes d'intersection de ces c6nes 
par la sphere de centre O et de rayon egal a I'unite rou- 
lent Fune sur Fautre, le roulement etant d^fini comme 
dans le mouvement plan, par le contact des courbes et 
I'^^alite des arcs compris entre le point de contact et des 
points fixes pris sur ces courbes. 

Si les deux courbes sont deux petits cercles de la 
sphere, les deux c6nes seront de revolution et les points 
de la figure sph^rique decrivent des epicyclo'ides sphe- 
riques, 

.Si la roulante devient un grand cercle, le c6ne corres- 
pondant est un plan et les roulettes spheriques prennenl 
le nom de developpantes spheriques, 

THfiORfiME. ― Le mouvement le plus general d，un 
solide qui presente un point fixe, se ramene au rou- 
lement d'un cdne invariablement lie au corps solide, 
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sur un cdne fixe, Le cdne fixe est le lieu des axes 
instantanes dans Vespace et le cdne roulant le lieu des 
droites du corps qui deviennent successwement axes 
instantanes, 

Soient 01 {fig* 64) I'axe instantan^ a I'epoque t\ Oa, 
Op, O 丫， • • • ， les axes instantanes aux ^poques 《 + 厶/， 
t + 2厶《， t + 3A《， …； Oao Op,， Oyi, . • • les droites du 
corps, dans sa position a Finstant t, qui deviendront suc- 



Fig. 64. 








cessivement axes instantanes a ces m^mes epoques et 
enfin I， a, P ，丫， • . • ， ai， P" 丫,， • • • les intersections de ces 
diverses droites par la sphere de rayon ^gal a I'unit^. 
Joignons ces points par des arcs de grands cercles. La 
rotation iniiniment petite qui se fait autour de 01 amene 
Oa， en Oa, done arc I a, = arc I a, on verra de m^me que 
a, p, == aP, P， Y, = Py, ... ； dans cette suite de mouvements 
le polygene spherique la, P, 了, • . • roule sur lag 丫 …-， 
done en faisant tendre 厶《 vers z^ro, on aura deux 
coiirbes spheriques, limites des polygenes inscrits et qui 
rouleront I'une sur P autre. 
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87. Etude analytique du mouvement epicycloidal 
sphirique, 

Soient OA = w I'axe de la rotation ins tan tan ee k I'^poque 
t \ p, q, r ses projections sur les axes mobiles ； A， B, C 
les coordonn^es du point A par rapport aux axes, fixes. 

Cherchons d'abord les Equations des c6nes base et 
roulant. 

I® Equation du cdne base, 一 Le point A different de 
I, ne se meut pas en general sjir une sphere parce que cd 
est variable ； ses coordoDn^es par rapport aux axes fixes 
sont 

A 二 /?a + -f- ra"， 

C 二/? 7 + 27, + 

et les Equations de la droite OA dans le systdme fixe 
sont 

、w S — B — G, 

A, B， C ^tant des fonctions du temps ； r^limination de t 
entre les Equations (i8) donnera I'^quation du c6ne base. 

2。 Equation du cdne roulant. 一 Pour ^lablir I'equa- 
lion de ce c6ne rapport^ aux axes fixes a I'^poque 《。， con - 
siderons la droite OA, du corps qui doit devenir axe 
instantan^ k I'^poque t] cette droite faisant partie du 
corps a toujours m^mes projections sur les axes entraines 
et comme elle aura pour projections />, gr, r a I'^poque t, 
ce seroni aussi ses projections a I'^poque 《。. Done, k cette 
epoque 《o， elle aura pour projections sur les axes fixes 

A, =:/?ao -h^a'o + rot'" 
Bi 二 i?po + ? 卩 o + Af" 
Ci 二/? 7o+?Y'o ^To ； 
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par suite les Equations de cette droite sont 

/ 、 X y z 

('9) x; = 5; 二 

Eliminant t entre les Equations (19), on aura requation 
dii c6ne roulant dans la position qu'il occupe ^I'epoque " . 

Les Equations (18) et (19) peuvent d'ailleurs ^tre consi- 
der 豸 es comme representant I'une le c6ne base, I'autre le 
cone roulant, puisqu'elles donnent les generatrices de ces 
surfaces en fonction du param^tre variable t. 

88. Les Equations de ces c6nes etant obtenues, il faut 
montrer que ces surfaces out m^me plan tangent a 
I'cpoque arbitrairement choisie 

Le plan tangent au premier cone, le long d'une g^n^ra- 
trice est la limite d'un plan mene par les deux droites 

X y 一 z X ― r 一 z 

]^= B = G， A + 二 B + 二 C + AC， 

ou par rorigine et les deux points (A, B， C)， ( -V + AA, 
B + AB, C + AG) ； son Equation est done 



On aura de m^me pour le plan taogent au second c6ne 



ou bien 



二 o 



二 o. 
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Or, a r^poque t = to^ on a ^videmment A = A, ， B = B| , 
C= G, ， il resteaprouver qu*il en est de meme des deriv6es 
de ces quantites. En tenant compte de la relation (17) on a 

dA dp , da „ dr 
dt dt dt 

d'ailleurs 



a〃 

dt 



dk^ ― dp , dq 
"^二 "o"5F + *o^ 

done, a I'^poque "， on a bien 

dt dt ， dt dt 



dr 



dC 一 • 
~3i— "dt^ 



les plans tangents sont les m^mes et les deux cones sont 
tangents suivaDt I'axe instantane. 

89. Cela pos^, la courbe d'inlersection du premier c6ne 
par la sphere de rayon ^gal a Funit^, ou le lieu des p61es 
instantanes a pour Equations 

/ 、 A B C 

(20) 00 二一， y 二一， z 二一： 

calculous la differentlelle ds de Fare de cette courbe : 

(0) 一 A nffo Y 



ds' = S dx^ = S 



(•) 



On a d'ailleurs 

S A， 二 A* + B2 + C ，二 0)2， SAi/A=:a) dio, 
dK — cLdp -\- x' dq -\ -^" dr, 

d'ou 

S dA} 二 dp- + dqt -^dr-^H dp^\ 

on a done finalement 

dsi=， 了气 
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Les quantit^s a， y ne figurant pas dans cette expression, 
on Irouverait, par un calcul analogue, meme resultat pour 
ds\. Done s ― Si = const, el il y a roulement. 



3. 一 Acceleration dans le mouvement d'un solide 

autour d，un point fixe. 

90. Projections de V acceleration d，un point sur les 
axes fixes, 一 Les composantes 丫 ^ yr et yz de l，acc61e- 
ration d'un point s'obtiendront en derivant les formules 

Vy = r^x 一 p^Zy 
二 一 7i 工； 

d'ou 

dq^ dr\ dz dy 

ou， en remplagant 宗二 et 塞 = par leurs valeurs, 

Ta: = 2^ — / ^ + iPty — qi^)—r,{r,x—p,z) 

da* dr\ , 、 . , 

= --^—7 + 内 — " （？？ + 

dq、 dr^ , 、 • 

On a done, pour les composantes cherch^es, 

.dqi dry 
= s 一 "ST 十^ Pi"^ 一 ， , 

(21) \ Yr = ^ — - + ^1 ^ — V, 
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91. Acceleration angulaire. 一 Les quantit^s , 

^ sont les composantes de la vitesse avec laquelle 

se d 豸 place dans Fespace le point q、 ), c'est-a-dire 
le point A extremity de I'axe de rotation, regarde non pas 
comme li6 au solide, car 6 taut sur Faxe de rotation il a 
line vitesse nulle , mais consider^ comme le point de 




I'espace qui prend successivement les diverses positions 
du point A sur le c6ne base ； autrement dit, si K est le 

nouveau point A a I'^poque 《+ A《 {Jig, 65), ^^， 
dr、 



dt 



dt ' dt 

sont les composantes de la quantity g^ometrique 

AA' 



Yd) 二 lim 



Lt 



On appelle acceleration angulaire la grandeur geom^- 
trique OJ == 丫 ^ passant par le point O et qui a par conse- 
quent pour composantes ^"， Son nom lui vient 

de ce que Fon traite o) et w + rfo) comme des vitesses pour 
former le triangle de racc^leralion angulaire. 

L'accel^ration angulaire 6tant parallele k la droite A A.' 
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tangenle a la courbe lieu des points A, est dans le plan 
tangent commun aux c6nes base et roulant, le long de 
I'axe instantane OA. 

Les Equations (2 1 ) nous montrent que I'acc^leratioii 
d'un point M pent ^tre consid^r^e comme la somme geo- 
m^lrique de deux autres ； la premiere ay ant pour projec- 
tions sur les axes 

dq* dr, dr* dp* dp* da* 

dt dt J dt dt ' dt 7 dt 、 

est due a I'acceleration angulaire, on voit que ses com- 
posantes sont celles de la vitesse qu'aurait le point M s'il 
tournait aulour de OJ consid^r^ comme axe de rotation ； 
elle est done dirig^e suivant la droite MN perpendiculaire 
an plan MO J, et egale a OJ multiplie par MP distance du 
point M a la droite OJ. 

Quant a la seconde acceleration, elle est necessairement 
ce que deviendrait F acceleration de M si I'acceleration 
angulaire ^tait nuUe, c'iest-^-dire si I'axe instantane ^tait 
constant de grandeur et de direction ； or, dans ce cas, I 'ac- 
celeration serait centrip^te , c'est-a-dire dirigee suivant 
la perpendiculaire MQ k I'axe de rotation et 豸 gale a 

MQ X OA . II est d'ailleurs facile de le verifier en prenant 
I'axe de rotation pour axe des z ； on aura alors 

/?! 二 二 0， 尸 1 二 

et les composantes de la seconde acceleration se r^dui- 
senl a 

一 （o2«r， 一 力 o, 

ce qui prouve que cette acceleration est centripete. 

De ce qui precede resulte le th^or^me suivant di^ a 
Hivals. 

ViLUE. 一 Cinematique, 9 
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Theor^me. 一 Dans le mouvement d,iin solide autour 
d，un point fixe, V acceleration d，"n point est la somme 
geometrique de deux accelerations : 

La premiere due d I' acceleration angulaire est nor- 
ma le au plan du point considere et de I' acceleration 
angulaire et eg ale au produit de cette acceleration par 
sa distance au point considere. 

La secondey qui est V accileration centripete, est 
menie suwant la perpendiculaire abaissee du point 
sur Vaxe de rotation, et 6 gale au produit de cette dis- 
tance par le carre de Vaxe instantane. 

Ce ih^or^me permet de construire le plan osculateur et 
le rayon de courbure de la Irajectoire d'un point. 



92. Vitesse de roulement, 一 La vitesse de d 印 lace- 
men t du pole instantan^ I， sur la sphere de rayon egal a 
I'unit^, se nomme vitesse de roulement; on I'introduit 
souvenl de preference a I'acc^l^ration angulaire dans les 
formules qui donnent les composantes de I'acc^l^ratioii 
d'un point. 

Soient a, 6,c les coordonn^es du p61e instantan^, on a 
/?! = toa, qi 二 （Jib, rj 1= toe, 

d'ou 

dp、 一 da doy 
dt dt dt 

dg、 ― ^ db ^ d(s) 
dt dt dt 

dr^ ― dc dtfi 
dt ― dt dt 

Or 尝， 尝， 尝 sont les composantes de la vitesse de 
roulement V, en sorte que si I'on designe par a' , b' , c' les 
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cosinus directeurs de cette vitesse, on aura 



da 
di 

et par suite 



二 Va'， 



db 

'di 



Mb', 



dc 
~dt 



dqx 



" 'di 



b 



, did 
二" c+c: 



Substituant dans les formules (21 ), les yaleurs de 
Pi, Pi et de leurs d^riv^es, nous aurons 



(22) { 丫 y 二 



CO V (zb' 
wV {xc' 
a>V {ya' 



yc') -}- ^ {zb — yc) + w'aS ax 一 (o'o-, 



za') 
xb 



(0 



叾 (加 



za) + 6 S a«r — oi^y, 
xb) -t- (o'cS ao? 一 lo'^j. 



Les termes renfermant la vitesse V proviennent de la 
variation de position de I'axe instantane, ce seraienl les 
seuls qui disparailraient si l，on supposait V 二 0， c'est- 
^-dire eel axe fixe de position et non de grandeur, dans 
Fespace. Les autres termes representent par suite les 
composantes de I'accel^ralion tangentielle et de I'accel^- 
ration centripete, dans le mouvement (Tun corps aulour 
d'un axe fixe. 



93. Determination des composantes de V acceleration 
avec un choix particulier (Taxes coordonnes. 一 Quand, 
dans un probleme, on se place a une epoque donn^e, il 
est commode de prendre I'axe instantane de la rotation 
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pour axe des ce qui entraine 

Pi 二 qi 二 0， z'l 二 0), 

et le plan tangent aux deux c6nes pour plan des zjc; 
on voit que I'acc^leralion angulaire 丫 ^ ^tant dans le plan 
zOxj il faut faire en outre dans les formules (2 1 ) 

= o : ces formules deviennent alors 
cit ， 

dr\ , 

(23) — - ^一, ， 

dp、 

、"二 

Quant aux formules (22), on voit qu'avec ce meme 
choix (Taxes il faut y faire d'abord 

a 二 b 二 0、 c 二. I ; 

remarquant ensuite que la vitesse V est perpendiculaire 
a 01 dans le plan zOx et par suite parall^le a O^, on a, 
si I'on prend Ox de m^me sens que V, 

6' 二 c, 二 o, a! — i\ 

d'ou 

(") by 二 — a)V +«r ^一 a),jK， 

Ts 二 w Vj. 



On retroiive aisement ces derni^res formules si Von 
re marque que les termes contenant V ne sont autres que 
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les moments ( * ) par rapport aux axes coordonn6s de la 
quantity g^ometrique —— wV men^e par le point M paral- 
lelementala vitesse de roulement ； quant aux autres termes, 
ce seraient les projections sur les mSmes axes des compo- 
santes tangentielle et cen tripe te de Paccel^ration si 
etait fixe (n® 51 ). , 

Remarques. 一 I. II n'y a qu'un point acceleration 
nulle, le point fixe O. En effet, si daiis les formules (24 ) 
on fait 

Ific 二 ― 了 z 二 o, 

ii vient, en supposant wV^o, 

y — Oy J7 — o, z — o. 

Toutefois, si wV = 0， on a seulement x = y = el 
tons les points de I'axe de rotation ont une acceleration 
nulle. 

II. L'acc^leratlon d'un point de Paxe instantaa^, dans 
le cas g^n^ral wV^o, est parallele a Oy et ^gale a ― wV^s. 

94. Projections de I' acceleration d,un point sur les 
axes entratnes. ― Ces projections ont absolument les 
m^mes formes que les projections sur les axes fixes^ sauf 
le changement de z en X, Y， Z et de q、、 r、 

en p, q、 r, 

Prenons en effet des axes fixes coi'ncidant a I'epoque 



(* ) On appelle moment d'une droite par rapport k un axe le moment 
de la projection de cette droite sur un plan perpendiculaire k l，axe， par 
rapport au pied de I'axe. On donne le signc + ou le signe ― k ce mo- 
ment, suivant que le sens de rotation de la droite relativement au pied 
de I'axe est lui-mSme positif ou n^gatif. 



1 34 TRAITE DE GINEMATIQUE. 

consider^e avec les axes mobiles, on aura 





二 Ifx, 


Tr 


二 Yt， 


二 




X 


二 X， 


J 


— Y 


z = 




Pi 


二 


9t 


二？， 


r, = 


r; 



mais il resle a prouver que 



dpi ― dp 
"di ― 57， 



dt 



dq 



dr^ ― dr 
~dt~'dt 



Or on a g^n^ralement 

Pi 二 oLp + 0L， q + ol'- r, 
d，ou， en vertii des relations (17), ' 



二 Qt ^ + a' ^ 
dt ― dt dt 



a di 



et comnie 



on a bien 



a 



a' 二 0， 二 0， 



dp、 ― dp 
"57"— 'di' 

En r6sum6, on a les formules 



(25) 



dt 

— 入 ~r' — 

dt 

Y， 
dt 



to'X, 
to'-Y, 



~dt 

Z 塞 + ?SpX 
dt 



les quantites g， g， sont, d'apres ce qui precede, les 
projections de l，acceleration angulaire sur les axes mobiles. 
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On a encore 

Yx — wV(Z6'- Yc')-+- ^(Z6-Yc)4-a)UaSaX-X), 
( 26) / 二" （Xc' — Za" 十》 Xc — Za)+(o2(62aX — Y)， 
二 a)V(Ya, — X6') + 尝 （Ya — X6) + a)2(c:aaX 一 Z). 

Dans ces formules, a, b, c, a'， b', d sont les cosinus 
directeurs de I'axe instantane de rotation et de la vitesse 
de roulement par rapport aux axes mobiles. 



4. 一 Centres de coarbure gdoddsique. 

95. Relation entre la vitesse angulaire de rotation 
et la vitesse de roulement, —— Designons par o la vitesse 
angulaire, V la vitesse de roulement, a et ol les angles de 
I'axe instantane avec les droites polaires des deux courbes 
sph^riques S et S'， intersections des c6nes base et roulant 
avec la sphere de rayon egal a 1' unite; on a la relation 



(27) 土 

\ " V tanffa 



tang a ― tang a' 



• 



on prendra le signe + ou le signe 一 suivant que les 
courbures des courbes S et S' seront ou non opposees, 
c，est-a — dire suivant que les deux c6nes seront exterieurs 
ou int^rieurs an voisinage de la gen^ratrice de contact. 

Soient en efFet : 
K le point fixe sommet des deux c6nes (Jig. 66) ； 
I le pole instantane ； 

C le centre de courbure de 】a courbe S en I, c'est le 
point de rencontre de la droite polaire KG avec le plan 
osculateur a la courbe en I ； 
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O le point oA la droite polaire KC de la coarbe S ren- 

conlre le plan tangent en I ； 
C| et Cj les courbes que determine ce plan tangent daos 

les c6nes base el roulant, ou les perspectives sur ce plan 

des courbes S et S', I'feil Slant en K. 

Le point O est le centre de conrbure de la coarbe €< ， car 
la section oblique faite dans le c6ae par le plan osculatenr 



dc S a pour section normale correspondante la courbe G|, 
elle a d'aiileurs C pour centre de courbure, puisque la 
courbe S est a la fois sur le cfine et sur la sphere ； or, 
d'apr^s le th^ordme de Meusnier, ce point C doit Stre la 
on sur le plan oblique du centre de courbure de la 
normale C,' done le centre de courbure de C* est 
en O sur le prolongement de la normale RC au plan 
osculate ar de S. 

De mime le centre de coQrbnre de C[ est en O' et les 
Irois points O, I et C soat en ligne droite sur la normale 
4 la Vitesse V. 

Cela pos&, les arcs infmiment petils correspondants Im 
el IM des courbes S et Ci sont 6gaux puisqii'ils different 
line quantity moindre que mM qui est du second ordre ； 
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on a ^galement Iai = IN et comme les arcs Im et In 
decrits par le point de contact, dans le temps 厶《， sur les 
courbes S et S'， sont ^gaux puisque ces courbes roulen t 
I'line sur 1' autre, il en est de meme des arcs IM et IN. 
Done tout se passe a I'epoque t, au point de vue des vitesses, 
comme si dans le plan tangent en I a la sphere, devait 
rouler sur C,, d'ou la relation (n。 54) 



V~~ 10 ~ lO' ~ tang a ― tang a' • 

Th^oriquement on mettra le signe 一 dans la formule, 
sauf a regarder a comme negatif quand les courbures 
seront opposdes. 

96. Pour d^monlrer par 1， Analyse la formule qui pre- 
cede, nous etablirons d'abord une relation entre les trois 
angles et un c6t^ d'un triangle sph^rique ABC dont deux 
des angles B et C sont infiniment pelits, le troisi^me 
angle A' ^tant par suite voisin de deux droits. 

On a, en general 

cos A' = ― cosB cosC -h sinB sinC cos a, , 

ou en appelant A F angle suppUmentaire de A'， angle qui 
dans le cas acluel est infiniment petit, 

cos A 二 cosB cosG 一 sinB sinC cos a; 

on en tire en developpant 

h . . . I I h . . . I 

2 / \ 2 ) 

一 cosa (B 一 . . . ) (G ― ...)， 



A2 

1 

2 



et enfin 



B« + G^4-2BC cos a. 





de S et S' en I， ou centres de courbure giodesique de ces 
courbes ； on a 

arc IF 二 arc III 二 As. 

Au bout du temps ISt， I'arc de grand cercle FA' se place 
sur le prolongement de Pare de grand cercle AI， en sorte 
que si e est I'angle infiniment petit de ces deux arcs, on a 



lim 



a7 



la formule prec^demment etablie donne d'ailleurs, si I'on 
designe par R = lA, = I A' les rayons de courbure 
geodesique des courbes S et S'， 



£2 二 A2 + A/2 + 2 AA' COS ( R + IV ) : 



d'ou 

£ 




A\5 



\ 



A'\- A A' 

— ) + 2 COS 

\s / 厶 s 厶 s 
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Soient maintenant, sur la sphere de rayon egal a I'unite, 
S la base, S' la roulante {fig. 67), I et I， les poles instan- 
tanes aux epoques 《 et 《+ A《， I' le point de S' qui vient 
en I,, A et A' les traces sur la sphere des droites polaires 



7 

fi- 



ts 

,1 

F 
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or, dans le triangle spherique lAI^ , on a 



1 39 



d'ou 



et de m^me 



sin A ― sinli 
sill ill ― sinR 



厶 A' ― sinR， 



lim ^ = -r ^ 



厶 s ― sin IV， 



done 



+ -t-4d7 + • u^' Uf COS (R + R,) 

sin^R sin^fV sin K sin ， 



2 



, 1 ， 

tang^K tan g-R' tangKtangR'」 



et enfin 



to = V 



tangR tangR'y 

c'est la fbrmule (27) dans le c^s ou les courbures sont 
opposees. 

97. Centre de courbure geodesique d，une roulette 
spherique. —— Soient M {Jig, 68) un point de la sphere 
appartenant a la figure mobile, r et 6 ses coordonn^es 
polaires spheriques et M' la position de M au temps 《 + △ 《； 
les arcs de grands cercles MI et M'l, sont normaux a la 
roulette de M, ils se rencontrent done au point ， qui tend 
vers le centre de courbure geodesique de M， et les coor — 
donn^es de ce point O, sont et 厂， = 一 10,. D'ailleurs 
r angle s de la rotation pendant le temps 厶《 est celui de 
Fare MI, avec sa situation M'l, a Pepoque t + 厶《, et I'on a 
comme pr^cedemment 



(I) 



― lim 



e 



i4o 
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O 



r 



二 M， + 05 + 2M X Oi cos(/' —— 7*1). 



d，oCi 



It 



AS 

a7 



AS 
Fig. 68. 



M Oi , 




d'ailleurs le triangle spherique Mil, donne 

sinM sin (2 IT ― 6) 



sin AS 



sin Mr 



et a la limile 



，• M smO 

lim -TT ― ： —— 

AS sm 广 



on aurait de m^me 



sinO sin 8 



done 



sin Oil 一 sinr 



0)2 = V sin^0 



= V2 sin* 6 



sinV ' sin-Tj 



2 cos (r — r, ) 
sin r sin /\ 

2 



tang-'r tang- tangr tangr, 
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et en fin 

一 m: 土 sin I 

V 一 \ tang r\ tang/* 

On l^ve ais^ment I'ambigui't^ dii signe en generalisant 
la formule pour une sphere de rayon p, qu'on fera ensuile 
egal a l，infini ； la formule devant alors coi'ncider avec celle 
des roulettes planes, on a finalement 

(28) — = sinO 



tangK tangK' 乂 tang/'i tang/- 

La m&me observation s'appliquerail a la formule (27). 

98. La formule (28) nous montre que si Pon consid^rc 
la roulette que decrirait le point jjl perspective de M sur 

Fig. 69. 




le plan tangent en I a 】a sphere, si Pon faisait rouler le 
courbe C\ sur la courbe C, {Jig. 66), cette roulette 
admettrait tang/,, pour rayon de courbure, c'est-a-dlre 
que soil rayon de courbure serait la perspective du rayon 
de courbure g^od^sique de M. Si done on suppose con- 
slruit par la m^thode de Savary le rayon de courbure de 
la roulette plane que decrirait jjl et qu'on fasse sur la 
sphere la perspective de cette figure, on arrivera a la 
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construction suivante du centre de courbure geodesique 
d'une roulette sph^rique : 

Soient A et A' les centres de courbure geod^sique des 
courbes spheriques S et S' (Jig. 69), on menera les arcs 
de grands cercles MI et MA', ce dernier par sa rencontre 
avec I'arc IQ normal a IM donnera le point Q， qui, joint 
sur la sphere au point A, fournira I'arc QA rencon Irani 
I'arc MI au point O, centre de courbure de la roulette 
sph^rique de M. 
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CHAPITRE IV. 

MOUVEMENT LE PLUS G£N£RAL D UN SYST^ME INVARIABLE. 



1. 一 Axe h^licordal. 

99. Lemme I. . On peut tou jours amener un solide 
d'une position S a une autre position S' par une trans- 
lation suivie d,une rotation. 

Soient en effet A et A' les deux positions d'lm m^me 
point du corps ； imprimons a S une translation egale et 
parallele a AA'， S vient en et pour passer de a S'， on 
est dans le cas d'un corps ayant un point fixe A'. On voit 
done qu'il suffira pour amener la coincidence de S〃 avec 
S' de faire tourner le syst^me autour d'un certain axe A' I 
passant par le point A', ce qui d^montre le lemme enonce. 

100. Le point A ^tant quelconque dans le sysl^me, on 
peut choisir entre ime infinite de translations a chacune 
desquelles correspond une rotation ； ce qu'il y a de remar- 
quable c'est que : la direction de Vaxe de la rotation, 
ainsi que I, angle a de cette rotation sont ind 圣 pendants 
du point choisi pour faire la translation. 

Pour le d^montrer, prenons successivement, pour faire 
la translation, deux points A et B {fig. 70) et soient A,I， 
B'F les axes de rotation correspondants. Consid^rons dans 
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la premiere position du syst^me un plan P mene par B 
perpendiculairement a A'l el la section C qu'il donne dans 
le solide ou, plus g^n^ralement, une courbe de ce plan 
invariablement li^e au syst^me. 

La premiere translation d^place le plan Pparallelement 



Fig. 70. 




a lui-meme et ramene en P' et G en C, puis par la rota- 
tion autour de All, V" glissant sur lui-m^me prend sa 
position finale P' qui am^ne la courbe C〃 en G et le point 
B" en B'. Passons maintenanl au second mode de deplace- 
ment; dans la translation BB'， le plan P vient se con- 
fondre avec le plan parallele P^P^', puisqu'ils contiennent 
I'un et 1' autre le point B'， G prend la position dans ce 
plan et pour amener en C! il faut faire tourner le sys- 
l(>me autour d，un axe BT perpendiculaire a P'P', c'est-a- 
dire parallele k A' I. 

L 'angle a de la rotation est ^galement independant du 
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point A; si nous consid^rons, en effet, une droite D du 
plan P， la translation I'am^ne en D" parallele a D et la 
rotation en D,， et 1' angle a de la rotation est I'angle des 
droites D' el D" ou encore des droites D' et D ; il est done 
absolument ind^pendant de la translation, puisque c'esl 
I'angle des positions initiale et finale de la droite D. 

101. Lemme II. ― La Vitesse d'un point quelconque B 
dans le deplacement reel d'un systeme invariable, est 
la somme geometrique de la vitesse d，un autre point 
A et de celle qu,aurait B tour nan t autour d,un axe issu 
de A avec une certaine vitesse angulaire o). La direc- 
tion et la grandeur de Vaxe de rotation sont d'ailleurs 
independantes des points A et B. 

Soient A, B; A' et B, {fig^ 71) les positions initiale el 



Fig. 7 J 




finale des deux points consideres, aux epoques 《 et 《 + A 《； 
on peut amener B en B, par une translation BB'' egale et 
parallele a AA, suivie d，une rotation autour d'un axe 
convenable AT ； la direction de cet axe ainsi que Pangle 
Aa de la rotation Clemen taire etant d'ailleurs independanls 

ViLLiE. ― Cinematique. 10 
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des points A el B. Or 】e triangle BB',B' donne 

BB \ ― /BB^'\ /B"B'\ - /AA/\ fB^B' 

ou en remplagant les cordes par les arcs de trajectoires, et 
passant a la limite, 

，0+lim(B'Ki X ^ 

Soient alors AI la position limite de AT et r la distance KB 
du point B a la droite AI ； on a, en posant cd = lim ― ， 

(f，B)— i，A) + ((or), 

la quantity g^om^trique wr ^tant normale au plan passant 
par le point B et Faxe AI. Done la vitesse du point B est 
bien la somme g^ometrique de la vitesse du point A et de 
celle qu'aurait B tournant avec une certaine vitesse angu- 
laire w autour de la droite AI issue de A ； cet axe AI dont 
la grandeur et la direction sont ind^pendantes du point 
A s'appelle axe correspondant a ce point. 

102. Theor6me. 一 Dans le mouvement le plus general 
d，un solide, ily a a chaque instant une droite et une 
seule dont tons les points ont une vitesse commune de 
translation dirigee suwant cette droite. Les vitesses des 
autre s points sont les sommes geometriques de deux 
autres dues Vune a un mouvement de translation egal 
et par allele d celui de cette droite, I， autre a un mou- 
vement de rotation autour de cette mime ligne. 

La droite dont il s'agil s'appelle axe instantane de 
rotation et de glissement ou encore axe helicoidaL 

On ^nonce plus simplement ce ih^oreme en disant : 
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Le mouvement le plus general d，un corps solide est 
un mouvement helicoidal, 

Soient, en effet, A iin point quelconque du systeme, 
AI = (i) i^fig. 72) I'axe correspondant, V la vitesse du point 
A, et Y I'angle de cette vitesse avec AI ； sur la perpendi- 

Fig. 72. 



V" 




culaire AM au plan VAI prenons iin point M, on aura, 
d'apr^s le second lemme, 

(^M)^(V) + (a)r); 

or, la composante V de peut etre regard^e comme 】a 
somme geom^trique de deux autres, Pune V,, sulvant la 
parall^le MF a AI et I'autre V perpendiculaire au plan 
rMA, et cette derniere plac^e sulvant la m^me droite que 
(or, sera dirig^e en sens contraire si I'on a choisi conve- 
nablement le sens de AM. Si done on prend la distance 
AM = r telle que 

(0/' 二 

les composantes V et (or se d^lruiront et I'on aura 

Pi£ 二 V" 二 Vcos 丫； 
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】e point M est done anim^ de la vitesse V" paralUle a AI, el il 
en sera ^videmment de m^me de tous les points tels que M' 
de la droite MI' qui admettent pour leur vitesse les mSmes 
composantes que M. On d^montre ainsi I'existence de 
Faxe h^licoi'dal qui jouit encore de cette propria te d'etre 
le lieu des points de vitesse minimum puisque V" est la 
projection sur celle droite de la vitesse V d'un point 
qnelconque A du sysl^me. 

La seconde partie du th^or^me r^sulte du dernier 
lename. 

Enfin I'axe h^licoidal est unique ； en effet, la vitesse d'un 
point pris en dehors de cet axe ^tant la r^sultante de deux 
a litres dont I'une est V, tandis que F autre est perpendicu- 
laire a V"， est n^cessairement difKrente en direction de la 
vitesse V',; d'ailleurs, pour que les points d'une droite 
autre que I'axe aient m^me vitesse de translation, il fau- 
drait que tous les points de cette droite f us sent a la meme 
distance de I'axe, ou que cette droite fut parallele a I'axe ； 
mals alors la vitesse commune des points de cette droite 
aiirait une direction differente de cette droite, puisque 
les points de I'axe out seuls une vitesse parallele a sa direc- 
tion, il n'exisle done a chaque instant qu'un seul axe 
helicoidal. 

103. Remarques. 一 I. La direction de I'axe helicoidal 
a un instant donn6 peut s'obtenir si l，on connait les 
vitesses de trols points A， B， G du syst^me, en remarquant 
que ces trois droites ont m^me projection sur I'axe ； 
menant alors par un m^me point O trois droites ^gales 
et parallele s k ces trois vitesses, le plan passant par leurs 
extremites sera normal k I'axe et la vitesse V, sera la per — 
pendiculaire abaiss^e de O sur ce plan. Enfin I'axe heli- 
coidal etant connu en direction, si I'on mene I'axe AI 
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correspondanl au point A et que I'on construise la com- 
pos ante normale au plan AIJB de la vitesse V, du point B, 
le quotient de cette composante par la distance r de B a 
AI donnera cd ； on pourra donc construire Faxe h^licoi'dal. 

II. Si la Vitesse d'un point quelconque A etait perpen- 
diculaire a I'axe de rotation, on aurait V〃 = V cos 丫 = o, 
Faxe helicoi'dal aurait une vitesse nuUe et I'on serait, a 
I'instant considere, dans le cas particulier du mouvement 
d，im solide autoiir d'un axe fixe. 



-. A une epoque donn^e, tout se passe, au point de 
vue des vitesses, comme si le corps etait anime d'un mou- 
vement h^Ucoidal, c'est-^-dire comme si tous ses points 
d^crivaient des helices de m^me pas, trac^es sur des 
cylindres de revolution ayant pour axe I'axe iostantan^ 
de rotation et de glissement. 

Soient, en effet, dans iin tel mouvement, Oz I'axe des 
cylindres et h le pas des helices, les coordonnees d'un 
point sont 



x = r COS0, y =z r sin 6, ^ =： — , 



d'ou 



dx • A 

丁二 —— r sinG —J 
dt dt 



posons 



dy ^ dz h </6 

-7- =r r cos -7- , -7- ― 

at at at 2 tt at 



二 0), _^0)二¥," 

2 7r 



les composantes de la vitesse deviennent 

dx dy dz '〃, 

^二— "力 ^二 It 二 V 



ce sont bien les formules qui donnent les projections de 
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la vitesse dans le mouvement du corps autour de O^, axe 
instantan^ de rotation et de glissement. 

d04. Deplacement d，un segment de droite. 一 Au 
lieu d 'avoir k chaque instant un axe h^licoi'dal unique, dn 
en a dans ce cas une infinite. Soient, en effet, AB {Jig. 71) 
le segment de droite, A'B' sa position iniiniment volsine 
et A'B" parall^le k AB; si par le milieu de la corde B"B^ 
on mene un plan qui lui soil normal, toule droite de 
ce plan passant par A' pourra ^tre prise comme axe cor- 
respondant au point A, et k chacune de ces directions 
r^poiidra un axe h^licoi'dal. Parmi tous ces axes, il y en 
aura un normal a la vitesse de A qui sera par suite un axe 
simple de rotation. On pouvait arriver immediatement a 
cetle derniere conclusion, en remarquant que tous les 
points de AB se d^placent parallelement au plan BB',B,et 
que ron est, par suite, dans le cas du deplacement d'un 
systeme invariable parallelement a un plan, mais ce plan 
varie a chaque instant. 

En resum6, le deplacement infinimeiit petit d^in 
segment de droite dans I'espace peut s'obtenir au moyen 
d，ime rotation autour d*un certain axe, et I'on peut enoncer 
cette propria te due k Chasles : 

Les plans normaux aux trajectoires de tous les 
points d，une droite se coupent suivant une meme droite. 

105. Etude anatytique du mouvement general d，un 
solide. 

Des formules de transformation 



(0 



工二 a + aX + a'Y + a% 
/ = 6 + pX + |5'Y + p"Z， 
；: 二 c + 丫 X + Y'Y + /Z， 
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nous aurons, en appelant P, Q, R les composantes suivant 
les directions des axes entraines de la vitesse de I'origine A 
de ces axes, 

i X 二 P + ?Z — rY， 
(4) 二 Q + ,X — /?Z， 

Ces formiiles montrent que la vitesse d，un point (X, Y， Z) 
du solide est la somme geomelrique de la vitesse d u point A 
et d'une vitesse de rotation autour d'un axe issu de ce 



on d^duit les composantes de la vitesse 




que I'on obtiendrait en fonclion des coordonnees absolues 
du point en ^Uminant X, Y et Z; mais il est plus facile 
d'interpreter les composantes de la vitesse suivant les axes 
entraines. On a 



da - db dc doL dy.' „^ dx" 

S se rapportant aux lettres et non aux accents. Le coeffi- 
cient de X est nul et, .si nous posons comme prec^demment 

p 二: Sa" 芸二一 Sa, 
(3) {^ = Sa ；二一 Sa', 

r = Sa, ^二― 13a 
dt 



z z z 

^ 一& s s 

Y Y Y 

+ + + 

XXX 



r 



， <- 
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point; les composantes p, q、r de cette rotation ne depen- 
dant pas de a, b, c, la grandeur el la direction de I'axe 
de rotation sont ind^pendantes du point A. 

Cherchons les points donl la vitesse est parall^Ie a I'axe 
de rotation ； posons a c.et effet 



― ^^T i^Z 

7 一 Y 



nous aiirons k I'aide des formules (4) 

P + yZ— Y — (j + rX — ;pZ — R + ;>Y、一<7X 
( ) ― ， 

P <1 '- 

ce sont les equations d'line droite et cette droite est paral- 
leie a I'axe, car sa parall^le menee par I'origine contient 
manifestement le point 

X =/?, Y =1 g, Z 二厂； 

on d^montre ainsi l，existence d'un axe h^licoi'dal unique. 



2. ― Representation gdom^trique du mouvement. 

Proposons-nous de rechercher les Equations et les pro- 
pri^t^s des deux surfaces r^gl^es, I'une fixe, I'autre mobile, 
qui sont la premiere le lieu des axes h^licoidaux dans I'es- 
pace, la seconde le lieu des droites du corps, qui doivent 
devenir successivement axes h^licoidaux a des ^poques 
distincles. 

106. Lieu des axes helicoidaux dans Vespace, 一 
L'axe helicoi'dal a I'^poque t a pour Equations, par rapport 
aux axes mobiles, 

5 P + ^Z — rY Q + rX — /?Z_R + jpY — 7X_SP/? 
- P\ ― ^ ― r ― ， 
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d'ou 

p Z — 二 A [P(/>s + ?2 + r，） 一 ― + Qpq + R/>, ]， 



0)' 



？ z— Y 二？ Q 门 PLrP—^Rp; 



posons pour abreger 
(6) Xi 二 卞, Yi 二 P ―， 



Zi 二 9p — 



CD' 



les equations de I'axe deviennenl 

(5 bis) ] rX—pZ 二 rli 、一 p"L、, 

[ pY — ?X 二/? Yi — ？ Xi. 

Ces Equations qui, en r^alit^, se r^duisent a deux, mon- 
irent que le point X|, Y| , Z| appartient k Faxe h^licoi'dal ； 

d'ailleurs les cosinus directeurs de cette droile sont -i 

(1) 

- et —J on peut done 6crire comme suit les Equations de 

(I) 0) ^ 1 

I'axe h^licoi'dal par rapport aux axes entram^s 



X 二 Xi + pf 
Y 二 Y, + p 父 

0) 



Z 二 Zi + p — 



p designant la distance affectSe d'un signe convenable, 
du point X|, Y, ， Z, au point X, Y， Z de la droite ； on en 
lire 

x = a-\- (aXi + a'Yj + a"Zi ) + ^ (a/? + (t! q + a^r), 
les equations de I'axe hdicoi'dal rapporte aux axes fixes 
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r — a-h(aX, + (x,Yi + H 

(1) 

y 二 + ( p Xi + Yi + p"Zi ) + £• % 

to) 

-二 c + (yX, + y Yi + /Zi) 十 L 厂 1, 

, (J 气 et etant les projections de la rotation w sur les 
axes fixes; elles donnent x^y^ z en fonction des variables 
t et p. Si l，on ^liminait ces variables, on' aurait I'^quation 
de la surface fixe, mais il est preferable de regard er les 
equations (7) comme represenlant la surface. 

107. Lieu des axes helicoidaux dans le corps, 一 
Nous chercherons I'^quation de ce lieu rapport^ aux axes 
fixes, le corps etant pris dans la position qu'il occupe a 
Fepoque 《0. Nous avons obtenu les Equations par rapport 
aux. axes entrain 谷 s de la droite du solide qui devlent axe 
h^licoidal a l，^poque t, on en d^diiit les Equations de cette 
droite par rapport aux axes fixes, a I'epoque ^o， 

) 二 "0 + otoXi + a'oYi + a: Zj + ^{dop + a'o 7 + a: r), 

(1) 

(力二 + p。Xi + p'。Yi + p;z, (pop + + PV). 

(-) 二 Co + YoXi + y;Y, + Zi + ^ (To/> + Y'Q q + To 。• 

Ces equations qui donnent {x), (7) et {z) en fonction 
de t et p, representent a Fepoque 《0 la deuxieme surface 
rapport^e aux axes fixes. 

Pour t= el pour urie meme valeur de p, on aura 



«3?二（$), 7 二 （7), -二 （石 ）； 
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les equations ("j) et (8) repr^sentent alors une meme 
droite commune aux deux surfaces, c'est I'axe h^licoidal a 
I'^poque 



i08. Les deux surfaces se raccordent en to us les 
points de leur geniratrice commune. ― Le plan tan- 
gent a la surface (7) a pour equation, en repr^senlant 
par X， Y， Z les coordonnees courantes 



一 z 
dz 

dp 二 o. 
dz 
dt 



Pour t = 《0, le point a:, z ^tant suppose sur la genera- 
trice commune, on aura d'apr^s (力 



X — ^ 


Y — 7 


doc 


dy 




々 


dx 


dy 


dt 


it 



(9) 



dx ― 一 aop。 + a'ft (Jq + (x; 厂。 — f dj^ 
dp (o (Oq \ dp 



En outre ^ ne diff^re de (尝) que par des lermes en 

da dx 
5P Tt^ 

on aura done, mais seulement pour t = t^^ 



'at 



dx\ da X "a y 



dy." p , d/a 
dt o) 



ce dernier terme est nul a toule epoque. De plus, si Pon 
appellee I jK, Z\ les coordonnees absolues du point X, Y, Z， 
de I'axe h^licoi'dal suppose li6 au corps, on a 



dxi da 



=— -f-Xj— 4-Yi— H-Zj 



'dt'~''di 
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(Tailleurs ce point ^tant sur I'axe h^licoidal, sa vitesse 
est dirig^e suivant cet axe et a, par suite, pour cosinus 

directeurs relativemenl aux axes fixes — > — S ― > on a 

CO O) Ci) 

done 

尝二 V"£l 二;^ (a^ + a'? + aV). 



On en conclut, pour I = 《。, 



~dt 一 



Wo 



(ao/?。 + a'o + a'o 厂。) 二 〜； 



et enfin 

(10) 



dx ( dx\ ( dx 
一 I 十 0、 f) 



L'^qualion du plan tangent a la surface (7) peut done 
s'6crire 



o ― 



X — X 

dx 



dr 



'dcc、 

dtj 



'da:、 



'&、 



p 

V" 「立、 




Z — 5 
dz 




ou 



7 



7 Z 



O, 



et cette derni^re est I'^quation du plan tangent a la sur- 
face (8) au point consid^r^. Done les deux surfaces se rac- 
cordent en tous les points de leur g^n^ratrice commune. 

On peut arriver directement ^ ce r^sultat, en se fondant 
sur les propri^tes de I'axe h^Iicoi'dal. 
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Soient, k Pepoque 《， AB la g^n^ratrice commune anx 
deux surfaces gauche G et G, ， I'une fixe, I'autre mobile, 
(Jig' 78) CiD, la g^n^ra trice infiniment voisine de G< ， 
qui doit venir, a I'^poque / + Af, coincider avec la g^n^- 
ratrice CD de la surface G. 

Pour montrer que les deux surfaces out un 豸 16m en t 
commun ABGD il suffit de prouver que les points de la 



Fig. 73. 



A 



B 




droite C, D, sont des distances infiniment petites du second 
ordre de CD. 

On peut faire coincider C,D, avec CD, k Faide d'une 
rotation autoiir de AB qui am^ne C,D, en CD' et M, en 
M'， suivle d'une translation parallels a AB dans laquelle 
M' vient en M. Or M< M' est du second ordre et il en est 
de meme de la distance Wm du point M' k CD, puisque 
la translation M,M， du premier ordre, fait un angle infi- 
niment petit avec CD. Done la droite M^ m est du second 
ordre el les surfaces G et G, se raccordent lout le long 
de AB. 

109. Deux courbes quelconques, lieux de points cor- 
respondants sur les deux surfaces) ne sont pas genera- 
lement tangentes. 一 On appelle points correspondants 
sur les deux surfaces deux points qui, dans le raouvement, 
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viennent a coinclder. II suffit, pour obtenir deux courbes 
correspondantes sur les deux surfaces, d'^tablir une rela- 
tion arbitraire entre p et t. Pour le point M© commun a 
ces courbes a P^poque 《。， on a， en vertu des equations 
(9) et(io)， 

(II) dxz=.{dx)-\-\"J^\dt, 

et deux autres analogues. Les cosinus directeurs des tan- 
gen tes aux deux courbes ne sont done pas les memes, en 
g^n^ral, et il n'y a pas contact, ce qui exclut le roulement. 

110. Les aires entourees sur les deux surfaces par 
des courbes correspondantes sont 6 gales. 一 II suflGt, 
pour le prouver, de montrer que les elements infinite- 
Fig. 74- 




simaux correspondants out m^me surface. Nous prendrons 
pour Element d'aire sur la surface fixe I'aire comprise 
entre la generatrice commune D， la generatrice infimment 
voisine D' {Jig* 74) et deux courbes quelconques infini- 
ment voisines AA/， BB'， soil AA<BB, r.element correspon- 
dant de la seconde surface. Ces ^l^ments sont assimilables 
a des trapezes de mSmes bases, il suffit done de prouver 
que 

ds sin(Gfp, ds) 二 dsi sin {dp, ds^)) 
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ou que 

ds*[i 一 cos'(Gfp, ds)]=: ds\[i 一 cos'(^/p, dsi)]. 

Or 

, , J 、 Pi dx H- 7, dy -\- r, dz 

cosiap, as) ― ^ —— ， ' 

「 ' (0 ds 

d'ou 

ds'[i ― cos-(ap, 二 ― 71 .{ ] 

一 (p\-\-g\ •+■ r J) ( dx' -h dy- -+- dz^ ) —— {p^dx-\- dy H- 9\ dz y 

一 ' ；; 



一 S (p， dy — cf、 dx)' 



<0' 



〖I faut prouver que cette expression ne change pas quand 
on passe de I'une a Faulre surface ； or on a 

dx 二 + V； (^〉 dt = {dx)^ V； ^ dt、 

d'ou 



Pidy — qtdx 二 



{dy) + V； g d《] 一？ 1 [网 + V； ^ dt 
Pi{dy) — qi{dx) C. Q. F. D. 

Hi. Vitesse de I, axe helicoidal. —— La vitesse V' com- 
mune a tous les points de I'axe helicoidal est donnee par 
les formules (5) 

二 二 二 SPp 二 十 一 V". 
P— q 一 r — "^― + ,'2 二 

(12) Y":^. 

Si I'on a, a I'epoque t, SP/> = o， c'est-a-dire si la vitesse 
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du point A est perpendiculaire k I'axe de rotation, on 
a = o. Le mouvemcnt k 1， 谷 poque consid^r^e est un 
mouvement simple de rotation et la formule (i i) de- 
vient dx = {dx). II y a dans ce cas contact et roulement 
des courbes correspondantes , et si cela a lieu k toute 
^poque, les deux surfaces r^gl^es sont dites rouler Fune 
sur I'autre ； ces surfaces ne sont pas des cones, car il ne 
s，agit pas, du moins en g^n^rai, du mouvement autour 
(Tun point fixe. 



3. 一 Acc616ratlon. 



112. L'acc^leration d'un point quelconque M du sjs- 
leme est la somme geom^lrique de celle d'un autre 
point A et de l，acc 砼 leration du point M, dans son mou- 
vement par rapport a des axes de direction constante, 
passant par le point A (ii。 32). Or, pour ^valuer I'accele- 
ration dans ce mouvement relatif, on est ramen6 au 
mouvement d'un solide autour d'un point fixe, on appli- 
quera done les formules (21) du Chapitre precedent, ce 
qui donne pour les coraposantes de I'accel^ration suivant 
les axes fixes 

dq、 dr\ 

"V^^+^S/^i^coS 工， 







了 a; ― 


二", 2 +3 








- dt^ 











/ ij、 ； d 巧 dj\ dp 气 - , 

"3) "1〜一叾+ ?12/^1工一々， 



一 X + 厂 1 S «r — (0*^. 
dt dt » 尸 》 



113. Ces formules se simplifient avec un choix parti- 
culier (Taxes coordonn^s. Prenons pour axe des z I'axe 
helicoi'dal a Fepoque t consider6e et pour axe des y la 
perpendiculaire commune a cet axe et k I'axe helicoi'dal a 
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I'epoque 《+ A 《； enfin prenons le point A a I'origine des 
coordonnees fixes. A I'epoque t la vitesse de A est suivant 
I'axe des z] a I'epoque ^ + elle est dans le plan des zx, 
car elle a une composante de translation paralUle au 
nouvel axe h^licoi'dal et une composante de rotation per- 
pendiculaire a I'axe des or ces deux composantes sont 
dans le plan des zx. Les vitesses du point A aux ^po- 
ques t et 《 + A《 etanl dans le plan des zx^ il en est de 

m^me de son accd Oration et I'on a 二 o. On a encore 

pi 二 q 、二 o, 厂 1 二 CO; 

enfin, si Pon m^ne par le point A une parallele k I'axe 
h^Iicoi'dal a P^poque t + ， on aura Faxe de la rotation 
instantan^e, a cette m^me ^poque, dans le mouvement 
relatif du solide autour de A, done I'acc^leration angulaire 

de ce mouvement est dans le plan des zx et = o. Les 

r at 

formules qui donnent les composantes de l，accel 豸 ration 

(leviennent alors, avec ce choix special (Taxes coord onn^s, 

I d^a dr、 - 

dt、 J dt ' 

(【4) "二" "ST— i^ — 

丫-二 "^ + "^"5r 



4. 一 Foyers, plans focaux et droites conjugu^es. 

114. Gonsiderons un solide anim6 d'un mouvement 
quelconque et proposons-nous de chercher le lieu des 
points de ce corps dont la vitesse est, a F^poque t, 
parallele a une direction donnee. Soi'ent I, m， n les 
cosinus directeurs de cette direction, par rapport aux axes 
ViLLiE. 一 Cinematique. n 
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entrain^s ； le lieu cherch^ satisfait aux Equations 

P4-7Z — rY 一 Q -hrX — pZ ― R + /?Y — yX ― UPp 
I ― m ― n ― Ijlp 

£cartant ies hypotheses 

SP/? = o et S//? 二 o 

qui exprimeralenl, la premiere qu'il y a rotation simple, 
la seconde que la direction consider 谷 e est normale a I'axe 
h^licoi'dal, on trouve deux Equations distinctes du premier 
degr^ ； le lieu cherch^ est done une droile, elle est d'ail- 
leurs parallels a I'axe h^licoidal, car la parall^le k la droile 
trouv^e men^e par Porigine des axes mobiles contient le 
point de coordonn6es lL=p, Y = q, Z = r. Ce r^sultat 
6 tail ais 豸 a pr 豸 voir, car tous Ies points d'une droite paral- 
Ule a I'axe helicoidal out ^videmment leurs vitesses ^gales 
et paranoics. 



US. Tn6oRfeME I. ― Dans un plan pris dans le corps 
solide, ily a, a Vipoque t, un point et un seul dont la 
Vitesse est perpendiculaire d ce plan. 

En effet, si I'on cherche a I'^poque t tous les points dont 
la vitesse est parall^le a la normale au plan, on trouve une 
droite parallele a I'axe h^licoi'dal ； cette droite coupe en 
general le plan en un point qui est le point cherche. 

Ce point s'appelle pdle ou foyer du plan, et le plan se 
nomine plan focal ou plan polaire du point. 

L'^quallon du plan focal d'un poinl z est done 

Si Von a pris I'axe helicoidal pour axe des cette equa- 
tion devient 

一 a)7(X — ic) + w-(Y —力 + V"(Z —匇 =0， 
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{i5bis) wY— j^X+ — ^ 二 o. 

116. Tn^ORfeME II. 一 Lorsqii'une droite AB est nor- 
male a la vitesse de Vun de ses points A, elle est nor- 
ma le a la vitesse de tout autre point B de cette droite. 

Soient, en effet, AI I'axe correspondant au point A 



Fig. 75. 




{fig. 75) et BP la perpendiculaire abaissee du point B sur 
cet axe, on a 

",b)e(Pa) + (o)xBP). 

Or la vitesse de rotation w x BP est perpendiculaire 
au plan BAI et par suite a la droite AB; transport^e 
parallelement a elle-m^me au point B est, par hypothese, 
perpendiculaire a AB, done il en est de m^me de la vitesse 
dii point B， somme geometrique de ces deux vitesses. 

117. Th^ioreme III. ― Le lieu de toutes les droites pas- 
sant par un point F， et normales a la vitesse de tous 
leurs points, est le plan focal de ce point. 



Toutes ces droites doivent en effet etre normales a la 
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vitesse du point F, elles sont done dans un meme plan 
norma) k cette vitesse. 

118. TH6oRiaiE IV. 一 Si une droite situie dans un 
plan est normale d la vitesse d,un de ses points, elle 
passe nicessairement par le foyer du plan. 

Soil MK (Jig. 76) une droite situ 豸 e dans le plan P; si 
elle ne passait pas par le foyer F de ce plan, serai I per- 

Fig. 76. 



P/ F 



、& 

pendiciilaire a MK par hypoth^se et k FM, d'apr^s le th^o- 
reme III; elle serait done perpendiculaire au plan et ce 
plan admettrait deux foyers F et M. 

H9. Th6or^:me V. ― Quand la droite intersection 
de deux plans passe par le pdle de l)un d'eux, elle 
contient aussi le pdle de I， autre. 

Soient, en effet, a0 la droite d'intersection de deux plans 
P et n et F le point de cette droite p6le du plan P; cette 
droite ^tant normale a la vitesse d'un de ses points F et se 
trouvant contenue dans le plan 11 passe par le p61e ip de 
ce plan. 

120. Th^ior^ime VI. 一 Le lieu des foyers des plans 
passant par une droite D est une autre droite A ； red- 
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proquement les plans passant par A ont leurs foyers 
sur la droite D. 

Soient P et P' {Jig. 77) deux plans passant par la 
d rpite D， F et F, leurs foyers, et A la droite qui joint ces 
deux points, nous ^tablirons d，abord la reciproque. Tout 




plan^tel que FF'© passant par △， aura son foyer en <p sur 
la droite D ； en effet, ce plan passant par le foyer F de P 
aura son foyer sur la droite F<p intersection de ces plans ； 
ce foyer devanl se trouver pour la m^me raison sur la 
droite F'<p sera en ^. 

Considerons maintenant un plan quelconque passant 
par D， ce plan contenant les foyers <p et 9' de chacun des 
plans F(pF,， F^'F,, son foyer sera dans chacun de ces 
plans, done sur leiir intersection A. c.q.f.d. 

Les droites D et A, qui sont telle s que chacun e d'elles 
est le lieu des foyers des plans passant par 1， autre, sont 
dites conjuguees. 



Remarque. ― Quand des droites ont un point commun 



i6(> 



TRAITE DE GINEMATIQUE. 



M, leurs conjugates sont dans le plan polaire de ce point. 
Soil, en effet, A la droite conjugu^e de D passant par M, 
le plan passant par A et M aura son foyer sur la droite D， 
done au point M. 

121. Tn^oR^iME VII. -― Toute droite qui rencontre 
deux droites conjuguees est normale d la vitesse de 
tons ses points. 

Soient, en effet, D et △ deux droites conjuguees et une 
droite qui les rencontre respectivemeni en a et g， le plan 
A^a a son foyer en a, done la droite est normale a la 
vitesse de a et par suite de tout autre point de cette droite. 

Reciproquement, une droite normale a la vitesse de 
ses points et qui rencontre une droite D doit rencontrer 
sa conjugu^e A. Car la droite normale a la vitesse de 
ses points etant le plan Dap doit passer par le foyer de ce 
plan, qui est d'ailleurs sur A, done elle rencontre A. 

122. Probleme. —— Une droite etant donnee, trouver sa 
conjuguee. 

Prenons pour axe Oz I'axe instantan^ du mouvement 
helicoidal a I'^poque consid^r^e, et pour axe des x la plus 
courte distance AB de I'axe helicoidal et de la droite D 
dont on cherche la conjugate (Jig* "^8). Solent AB = a 
et <p 1 'angle de la droite D avec O^; les Equations de cette 
droite sont 

J ？二 a， J z= ^ tangcp. 

L'equation du plan focal d'un point M de cette droite 
sera 

aY 一 tangcp n (Z — 二 o ; 
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ce plan passe par la droite A quel que soil le point M 
consid^r^ sur D, c'est-a-dire quel que soit z] ecrivant que 
son equation est ind^pendante de z， on a les Equations de 
la droite A 



CO 



aY 4- \"Z 二 o, 0) X tang(p + V" -— o. 



Ces Equations monlrent que la droite A coupe I'axe des 




X et lui est perpendiculaire ； on a 

V〃 



(16) 



0) tangcp 



tangcp, = 



91 etant F angle de A avec Oz. 

On voit que si la droite D est parall^le a I'axe helicoidai, 
la droite A est rejet^e a I'infini. 

De .ce qui pr^c^de suite encore le th^oreme suivanl. 

123. Th6or6me VIII. 一 La perpendiculaire commune 
d deux droites conjuguees quelconques rencontre I, axe 
hilicoidal et le coupe d angle droit, 

124. Th6or^:me IX. 一 Une droite normale a la vitesse 
de to us ses points est conjuguee d,elle - mime. 
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Cette droite passe, en effet, par le pdle de tout plan qui 
la contient, elle est done le lieu des p6les de ces plans, 
c，est —^ -dire sa propre conjugu^e. 

En vertu du th^orirae VII, toute droite rencontrant 
deux droites conjugu6es est conjugu^e d'elle-m^me. 

125. THfiOBfeME X. — Deux couples quelconques de 
droites conjugates sont sur un mime hyperboloide. 

Soient D et A, D' et A' deux couples de droites con- 
jugu^es, par les trois premieres droites faisons passer iin 
hyperboloi'de et consid^rons une g^neratrice du second 
syst^me de cet hyperboloi'de ； elle sera normale a la vitesse 
dc tons ses points puisqu'elle rencontre D et A, et comme 
elle rencontre D' elle coupera aussi sa conjuguee △'• Or 
est line g^n^ratrice quelconque du second systeme de la 
surface, done A' ^tant rencontre par toutes les generatrices 
du second systeme est une g^n^ratrice de I'hyperbo- 
loi'de. 

Si D' est parall^jle a I'axe h^licoi'dal, A' est rejete a rinfini 
et la surface est un paraboloide hyperbolique. 

126. PROBLfeME. 一 Trouver le point central et le para- 
metre de distribution d，une generatrice d，une surface 
gauche. 

Une surface gauche quelconque peut ^tre regardee 
comme engendree par une droite, dans son mouvement le 
plus general. Supposons ce mouvement connu et pro- 
posons-nous d'abord de trouver le plan tangent ou la nor- 
male, en un point M d'une generatrice D {Jig 79). Cette 
normale est perpendiculaire a la trajectoire de M， done, 
puisqu'elle rencontre D， elle doit rencontrer sa conjuguee 
A; elle est d'ailleurs perpendiculaire k la ^generatrice D de 
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la surface, la normale cherch^e MN s'obtiendra done en 
menant par le point M un plan normal a D et joignanl le 
point N ou il coupe 厶 au point donne M. 

On voit que les norm ales a la surface le long d'une 
g^n^ralrice D engendrent un paraboloide, car elles sonl 
norm ales a D et par suite parall^les a ud plan fixe et elles 
s'appuient sur deux droiles fixes D et A. 

Cela pos^, soient Oz I'axe h^icoidal et AOC la perpen- 

Fig. 79- 




diculaire commune aux droites D， 厶 et O 名， ce sera aussi 
la normale a la surface en A ； proposons-nous de trouver 
son angle 8 avec MN. Menons MP parallele a AG et CP 
parallele k D, la droite NP situ^e dans le plan NMP nor- 
mal a D est normale a CP; elle Fest aussi a MP, car 
cette droite MP parallele a AG est par suite normale a D 
et A ou au plan NGP. Les deux triangles NPM et NPC, 
rectangles en P, nous donnenl 

NP 二 PM X tangO, NP 二 PC x tang(cp + tpi) 

d'ou 

(a + b) tangO 二 AM x tang(cp + cpi)， 
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et 

AM 

tange 二 r 



tang (？十 cpi) 



Or, en g^n^ral, si A est le point central d'une g^neratrice 
AM d'une surface r^gl^e el 6 I'angle des plans tangents, 
ou, ce qui revient au m^me, des normales en M et A, on a 



h AM 
tansrO 



b— k 

done, ici， A est le point central et 

a + b 



k 



tang(cp -hcpi) 
le param^tre de distribution. 



127. Deplacement d，un corps solide assujetti a cer- 
taines conditions • — Pour determiner compUtement la 
position d'un corps solide dans Pespace, il faut six con- 
ditions ； en effel, trois points determinent la position d'un 
corps solide, or leurs neuf coordonnees sont ll^es par 
trois relations qui expriment que les distances de ces trois 
points sont constantes, il reste done six param^tres arbi- 
traires. 

SI le corps n'est plus soumis qu'a cinq conditions, to us 
ses points vont decrire des courbes ； introduisons, en effet, 
la condition que le z d，un point M。 dii corps soil donne el 
egal a 石。， les coordonnees cc,y,z d'un autre point quel — 
conque M du corps seront d^termin^es et connues en fonc- 
tion de Zq^ 

•^ — 9(^0), / = + "^二 
si done on considere 石。 comme un parametre variable, le 
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point M se deplacera sur une certaine courbe et il en sera 
de m^me de tons les autres points du corps solide. 

Supposons qu'on se donne seulement quatre conditions, 
ajoutons-y les deux donn^es j>^o -o， nous aurons alors les 
six conditions n^cessaires pour determiner la position dii 
corps solide el les coordonnees de M seronl des fonctions 
connues de yo et Zq^ 

^ — ？ (/o, 名0 )， 7 二 + (Vo, >So )， z = i (7o， ^0) ； 

ces equations signifient que le point M est assujetti a 
rester sur une certaine surface. Ce sont ces surfaces qu'on 
appelle surfaces trajectoires des difTerents points du corps. 

128. Th6oreme XI. ― Quand an corps solide est assu- 
jetti a quatre conditions, ily a deux droites D et ^ qui 
res tent conjuguees dans tous les mouvements ins tan-, 
tanes qu，il pent prendre. 

Quatre droites ^tant donnees, il en existe generalement 
deux autres qui les rencontrent. Si, en effet, par les trois 
premieres on fait passer un hyperboloi'de, celte surface 
sera rencontr^e par la quatri^me droite en deux points par 
chacun desquels passe une generatrice du second sjrs- 
teme ； ces deux generatrices rencontrent les quatre droites 
donn^es. I】 y aurait toutefois une infinite de solutions, si 
les quatre droites etaient sur un m^me hyperboloi'de. 

Cela pose, consid^rons quatre points quelconques 
M， N, P， Q d'un corps solide, ils auront chacun une sur- 
face trajecloire S,， 82,83,84; en ces points menons les 
normales aux surfaces trajectoires, il y aura generalement 
deux droites D et A rencontrant ces quatre normales. Pour 
lout d^placement du corps compatible avec les liaisons, les 
normales consid^r^es seront normales aux trajectoires 
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des quail e points M, N， P， Q, la conjugu^e de 】a droite D 
sera done fenconlr6e par les quatre norinales ( theo- 
reme VII), elle ne pourra etre par suite que la droite A. 

129. Th^ior^ime XII. — Par mi to us les d^placements 
possibles d，un corps solide assujetti a quatre condi- 
tions, ily en aura deux qui se reduiront a de simples 
rotations instantanees. 

Nous verrons, en effet, dans le Chapitre suivant, que le 
inouvement 】e plus general d'un solide peut se decomposer 
en deux rotations instantan^es aulour de deux droites 
conjuguees D et A ; dans le cas actuel, les deux parametres 
arbitraires qui achevent de definir le inouvement seront 
les vitesses de rotation ； or on peut, en parliculier, faire 
nuUe I'une d'entre elles et le mouvemenl se reduit alors a 
line rotation instantanee autour de I'autre. 

• 130. Th^or^me XIII. 一 La nor male a la surface tra- 
jectoire (Tun point quelconque rencontre les droites 
De^ A. 

En effet, le plan normal a IsL trajectoire d'un point A 
dans une rotation instantanee autour de D passera par 
cette droite et, comme il contient ^galement la normale a 
la surface trajectoire de A, cette normale rencontrera la 
droite D ； pour la m^rae raison, elle rencontrera la droite 厶. 

131. Th6or^:me XIV. 一 Dans tons les mouvements pos- 
sibles d，un corps assujetti d quatre liaisons, il n^y a 
qu'un groupe de deux droites restant constamment 
conjuguees. 

Si, en effet, deux droites D et A restent conjuguees dans 
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lout mouvement compatible avec les liaisons, elles sont 
rencontr^es par les normales aux surfaces trajectoires de 
tous les points el en particulier par les normales aux sur- 
faces , S2, S3 el S4 ； or ces normales ne sont pas en 
g^n^ral sur un meme hyperboloi'de, puisque se donner 
quatre conditions revient k se donner arbitrairement ces 
quatre surfaces ； done, puisqu'il n'y a que deux droites 
rcncontrant ces quatre normales, il n'y a aussi que deux 
droites restant conjugii^es cTelles-m^mes dans tout mou- 
vement compatible avec les liaisons. 

Remarque. ― L'existence des droites conjugu^es D et A 
est subordonn^e a cette condition que la normale a la sur- 
face S4 rencontre F hyperboloi'de defini par les normales 
aux trois surfaces S, , S2 et S3. 

132. Application. 一 Mouvement d，un corps so tide 
dont un point Merit une surface donnee, tandis qu，un 
plan lie au corps reste tangent a une autre surface, le 
point de contact restant fixe dans le plan. 

La premiere condition est simple et la seconde triple, 
soil en tout quatre conditions ； donnons-nous comme cin- 
quieme condition que le point de contact M du plan P avec 
la surface S decrive une ligne de courbure de la surface. 

Soienl R le rayon de courbure de cette ligne, I, m, n 
les cosinus directeurs de la normale a la surface, a?, jKj ^ 
les coordonn^es du point M et p la distance de ce point 
a un point fixe quelconque P de la normale, on a pour les 
coordonn^es du point P 

d?i 二 •r.+ p/, = J -h pm, 二 3 + 

d,ou 

dx、 二 cLc ~h p dl， d)、 — <ij -H p dm, z= dr -h p dn ] 
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mais la formule de Rodrlgues donne 



dx ― dy 一 dz 一 _j 

on a done 

dxy ~ (R 4- p) dl, dyi — (R 4- p) dm^ 
dzi 二 (R + p) dn ； 

or, si le point P est au centre de courbure principale, 
p =： 一 R et I'on a 

dop^ 二 0， dy\ 二 o, 二 o. 

La vitesse du centre de courbure est nuUe et le mou- 
venient se r^duit a une rotation instantanee autour d，une 
droite D passant par ce point ； cette droite devant d'ail- 
leurs ^tre normale a la trajecloire du point M sera dans le 
plan de la seconde section normale principale. 

Les droites conjuguees D et A vont done passer par les 
centres de courbures principaux et sont dans les plans 
des sections normales principales. 

5. ― Des complexes lin6aires. 

133. On appelle complexe un ensemble de droites assu- 
jetties a une condition unique. Prenons la droite sous sa 
forme la plus simple, 

X — az y =1 bz -h q, 

et donnons-noiis une relation entre ses quatre param^tres, 

9 (a, b,p、 q) 二 o, 

nous aurons particularise les droites de I'espace ； ce sont 
les droites satisfaisant a cette condition qu'on dit former 
11 n complexe. 
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Par chaque point oCq^ yo, Zg de I'espace passent une 
infinite de droites appartenant au complexe ； leur lieu forme 
un cone dont on obtient I'equation en remplaQant dans 

9 (a, b, 一 oso, JKo 一 6-o) 二 o 

， • f . ， ^ —— oCq y 一 Vo 
les quantites a et o par et '― • 

Le complexe est dit lineaire quand la relation donn^e 
est Hn^aire par rapport a a, b、 p, q et aq —— bp, et qu'elle 
est par consequent de la forme 

(17) La + H- P/? -i- H- R (a^ — ^/?) S -— o. 

134. THfiOR^ME XV. 一 Un complexe liniaire est en- 
semble des droites conjuguees d'elles-memes, par rap- 
port a un mouvement convenablement choisi. 

Pour le deraontrer, nous chercherons la relation entrc 
les quantites a, b, />, q pour les droites conjuguees d'elles- 
m6mes dans un mouvement quelconque, et nous verrons 
si nous pouvons identifier la relation ainsi obtenue avec 
celle qui d^finit le complexe lineaire. Nous definirons 
I'axe h^licoi'dal du mouvement par ses cosinus directeurs 
a， &， Y et un point ； r©, jKo， ； soient en outre, w la vilesse 
de rotation et V la vitesse de translation le long de cet 
axe, les composantes de la vilesse d'un point quelconque 
seront 

二 VP + w [了 «2?0) — a" ― ^o)], 

Pour exprimer que la droite 

x — az-\-p^ y 二 bz + q, 

est normale a la trajectoire de l，un de ses points 00 = p. 
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y = q, -二 o, nous ^crirons la relation 

at^ar -+- bVy 十 == o : 

or 

t ，-二 Vot + (0 ( — + Y7o — P:o )， 

Vz 二 Vy + o) (a^ — P/? 十 p«r。 ― a/o ； 
d'ou la relation cherch^e 

(18) V(eia+ 6p + 了) + w [a^ — pP ^ {l>p — ag)] 

+ (了 /。一 p-o) + 6(a<s 。一 Y«ro) + pa7。一 a_^。 二。; 

elle est bien de m^me forme que celle qui definit un com- 
plete lin^aire. Pour montrer qii'elle est aussi gen^rale, 
idenlifions les coefficients de /?, q et aq 一 bp, nous aurons 

― ― P， wot - 二 Q, toy = ― R, 

ces trois Equations d^terminent d^ja la direction a, (3, 丫 de 
I'axe h6licoidal et la vitesse angiilaire w de la rotation ； 
nous avons en outre 

Va + to (7^0 ― p^Jo) 二 L, Vp 十 to (a^o — Y^o) "-- M, 

Vy + ^{^^Q ― a Jo) ― S, 

d'ou 

V 二 La + Mp + S?; 

line des trois relations prec^dentes peul alors ^tre sup — 
prim 6 e et les deux autre s donnent les Equations de i'axe 
helicoidal . 



133. TnfiOR^iME XVI. 一 Si une courbe est telle que 
ses tangentes appardennent a un complexe lineaire, 
le plan osculateur de la courbe en un point quelconque 
est le plan focal de ce point. 



Cette proposition est due a M. Appell 
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Prenons pour axe des z I'axe du complexe, requation 
de ce complexe prendra la forme simple 



(19) 



cherchons alors la condition pour qu'iine courbe ait ses 
taDgentes satisfaisant k cetle Equation. Les Equations de 
la langente sont 

X — 一 Y — y — Z — z 
dx 一 



ou 



V 、 
X = — Z H- 

dz 



z 



dz 

dx 
dz ' 

dz ， 



on doit done avoir 



dx ( dy\ dy ( dx\ ， 

yr ― z -4- I f- 1 X ― z ~ ' \ ― A- 



dz 



dz 



dz 



k, 



et la relation differenlielle qui exprime que toutes les tan- 
genles a la courbe appartiennent au complexe est 



(20) 
d'ou 



y dx ― X dy 二 k djz'. 



y d}x 一 X d}y —- k <Pz, 



Eliminant, a I'aide de ces relations, dz et cPz dans I'^qua- 
tion du plan osculateur, on Irouve 

(X 一 a^)y(dy cPx 一 dx cPy) + (Y ― y)x{dxcPy ― dyd}x) 

+ (Z 一 z) k {dx (P-y ― dy d}x) ― o 

ou 

a?Y—jKX + X:(Z — 名） 二 o; 
ViLUE. ― Cinematique. 12 
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c'est requation du plan polaire du point oc, z de la 
courbe. 

136. Th6or^:me XVII. 一 Si d,un point A de I， espace 
on mene les plans osculateurs d une courbe jouissant de 
la propriete avoir toutes ses tangentes appartenant 
a un complexe liniaire, les points de contact seront 
dans le plan polaire du point A. 

Soit, en effet, M I'un des points de contact ； la droite AM, 
^tant dans le plan polaire de M et passant par le p6Ie M 
de ce plan, est normale a la vitesse de t'ous ses points ； 
done toutes les droites telles que AM sont dans le plan 
polaire du point A. 

R^ciproquement, si I'on mene le plan polaire de A, les 
plans osculateurs des points tels que M ou il coupe la 
courbe passent par le point A, car la droite AM etant 
normale a la vitesse du point A est normale a la vitesse 
de M， elle est done dans le plan polaire de ce point. 

Parmi toutes les courbes satisfaisant a la condition pre- 
cit^e, ^tudi^es par Chasles, se trouve la cubique gauche, 
on a alors ce theoreme : 

Par un point quelconque A de Vespace, on pent 
mener a une cubique gauche trois plans osculateurs, et 
les trois points de contact sont situes dans un plan qui 
passe par le point A. 

137. Proprietes des surfaces reglees dont toutes les 
generatrices font partie un complexe lineaire, — Le 
plan tangent en un point M d'une genera trice AB a son 
p6le en M' siir la m^me droite et reciproqiiemen t le plan 
polaire d'un point M' conlient la g^n^ratrice AB et est 
tangent en un seul point M de cette generatrice. Le sys- 
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teme des points M et M' forme done une division homo- 
graphique 

le plan tangent coincidera avec le plan polaire aux points 
pour lesquels :r = et il y aura, sur chaque g^n^ratrice, 
deux points jouissant de cette propriety. II en r^sulte que 
le lieu de ces points forme sur la surface une ligne a 
deux branches. 

138. Les tangentes a la courbe， lieu des points pour 
lesquels le plan tangent et le plan polaire coincident, 
font par tie d，un complexe lineaire. 一 Ed effet, la tan- 
genle en A a cette courbe ^tant situ 豸 e dans le plan tan- 
gent en A est dans le plan polaire de ce m^me point, elle 
est done conjugu^e d'elle-m^me. Ces tangentes font partie 
du complexe auquel appartiennent les generatrices de la 
surface. 

139. Cette courbe est une ligne asymptotique de la 
surface, car, les tangentes a cette courbe appartenant au 
complexe, le plan osculateur de la courbe en A est le plan 
polaire de ce point, c'est-a-dire le plan tangent a la sur- 
face ； la courbe, jouissant de cette propriety que tous ses 
plans osculateurs sont tangents a la surface, est une ligne 
asymptotique. 

140. Le degri de cette courbe G est egal a la classe 
d，une section plane quelconque de la surface. 一 Pour 
le d^montrer, coupons la surface par un plan P de foyer F 
{fig. 80) et soil 9 la courbe d'interseclion ； le point A， 
p6le du plan tangent T, ^tant sur I'intersection des deux 
plans, il en est de m^me du point F ； la droite AF est done 
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tangente ea A a la courbe (p. R^ciproquement , si du foyer 
F d'un plan P on mhne une tangente k la courbe a> d'in- 
tersection de ce plan avec la surface, le point de contact A 
sera sur la courbe G ； car, si G est la g^n^ralrice de la sur - 
face passant en A， GAF sera le plan tangent en ce point, 
or il contient les deux droites FA et AG conjugu^es 

Fig. 80. 




d'elles-memes, done le point A sera le p61e du plan tan- 
gent et apparlieDdra, par suite, a la courbe C. De cetle 
reniarque, on conclut qu,il y a autant de points de ren- 
contre du plan P avec la courbe que ron pourra mener 
de F de tangentes a la section plane ^ , ce qui d^montre le 
theor^me. 

141. Surfaces r eg lees ay ant deux directrices recti- 
lignes, 一 Les generatrices de ces surfaces font partie 
d'uDe infinite de complexes lin^aires. Soient, en effet, G 
line g^n^ratrice quelconque, A et B les points ou elle 
rencontre les directrices D et A, consid^rons le mouve- 
ment resultant des deux rotations w et o/ autour de ces 
droites ； la vitesse du point B n'aura qu'une composante 
provenant de la rotation o), elle sera done perpendiculaire 
au plan passant par ce point et la droite D, c'est-^-dire a 
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la g^n^ratrice G. Toutes les generatrices rectilignes de la 
surface sont des droites conjuguees d，elles-m6mes dans le 
mouvement ainsi d^fini, or ce mouvement depend du 

rapport ^， on en conclut que les generatrices de la sur- 
face font partie d'une infinite de complexes lineaires ； a 
chacun de ces complexes correspond une ligne asympto- 
tique C, et I'on pourra obtenir toutes les lignes asympto- 
liques de la surface en faisant varier le parametre arbi- 

traire ^ • Ce qui precede s'applique aux conoi'des, car on 

peut consid^rer un conoide comme ayant une seconde 
directrice rectlligne A situ 豸 e a l，infini dans le plan direc- 
leur; on en conclut que les lignes asymp to tiq ues d，iin 
conoide sont telles que leurs tangentes appartiennen t 
a un complexe lineaire. 



142. Surfaces reglees du troisieme ordre. 一 Elles 
jouissent de la propri^te d'avoir deux directrices recti — 
lignes ； car si I'on considere quatre generatrices et les deux 
droites D et A qui les rencontrent, ces dernieres droites 
ayant chacune quatre points communs avec la surface y 
sont conlenues tout emigres. Le degre des lignes asymplo- 
liques est egal a la classe d'une section plane de la surface, 
or une section, plane quelconque est une courbe du troi- 
sieme ordre, il semble done que sa classe soil 6gale a six, 
mais il est facile de reconnaitre que cette courbe a un 
point double et, par suite, que sa classe doit 6tre abaiss^e 
de deux unites. Consid^rons, en effet, une section plane 
pasSant par une g6n6ra trice, la section se composera de la 
gea^ratrice el d'une conique en chaque point de laquelle 
passe une gen^ralrice de la surface, or, la conique ^tant 
une courbe unicursale, toutes les generatrices de la sur- 
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face seront determin^es individuellement el la surface 
sera imicursale ； il en sera de m6me d'une section plane 
quelconque, done toutes ces sections etant des courbes 
iinicursales du troisi^me ordre auront un point double. 
Ea r^sum^, les lignes asymptotiques d'une surface r^glee 
du troisieme ordre sont des courbes gauches du qua- 
tri^me ordre. 
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CHAPITRE V. 

COMPOSITION DES MOUVEMENTS. 



1. 一 Composition des vitesses. 

143. Un corps solide S pent 6tre anime d'un certain 
mouvement par rapport k un syst^me invariable S'， qui 
est lui-m^me en mouvement relativement a un troisi^me 
syst^me fixe S,, ; on dit alors que le corps S est anim^ 
de deux mouvements simultan^s. Composer ces mouve- 
ments, c'est, par definition, trouver le mouvement absolu 
du systeme S ； on definlrait de la meme mani^re la com- 
position d'un nombre quelconque de mouvements. 

II y a lieu de distinguer deux questions, celle des 
vitesses et celle des accelerations. 

Nous avons vu que la vitesse absolue est la somme 
g^om^trique de la vitesse relative et de la vitesse d'en- 
trainement, done, au point de vue des vitesses, I'ordre 
clans lequel se pr^sentent les mouvements composants est 
indifferent. 

JLe probleme de la composition des vitesses permet 
parfois de trouver les langentes a certaines courbes 
gaiiches definies geometriquement, et par suite les equa- 
tions de ces courbes. 

144. Application. ― Trouver les trajectoires ortho- 
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gonales des generatrices rectilignes d'un hyperhololde 
de r Evolution. 

Nous prendrons pour axe des I'axe de rhyperboloi'de 
et le plan du cercle de gorge pour plan des xy \ soient a 
le rayon du cercle de gorge, 丫 I'angle des generatrices 
avec I'axe, I'angle xQ k {Jig* 8i) et p la distance AM. 

Fig. 8i. 




Supposons que la g^n^ratrice AM tourne d'un mouve- 
ment uniforme autour de O^, avec une vitesse angu- 
laire o), et qu'en m^me temps, le point M decrive la g^ne- 
ratrice, de telle sorte que son mouvement absolu ait lieu 
sur la Irajectoire orthogonale cherch^e, alors la projection 
de la vitesse absolue du point M sur la generatrice sera 
nuUe. Cberchons done les projections sur AM des deux 
vitesses composantes ； celle de la vitesse relative est cette 

\itesse relative elle-m^me 

Pour avoir la projection de la vitesse (Tentrainement, 
nous prendrons OA pour nouvel axe des ； r, les compo- 
santes de cette vitesse sont alors ― o)^' sulvaat Ox^ et 
{£ix'= ma suivant Oy \ la premiere est perpendiculaire 
sur AM; quant a la seconde, sa projection sur la g^n^- 
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ra trice est 

to a COS 1-4-^1= ― (oa smy. 

On a done P^quation 

do • 

^ 一 o) a siriY 二 c, 

d'ou 

^zznaat siny 十 c 
ou, en eliminant le temps a Paide de la relation 6 = 

p = a6 siny + c; 
c，est I'equation des trajectoires orthogonales cherchees. 

145. Composition de deux translations* 一 Le mou - 
vement resultant est une translation dont la vitesse est 
^gale a la somme g^om^trique des vitesses des deux mou- 
vements composants. 



146. Composition de deux rotations autour d'axes 
concourants, 一 Soient OA = w， OA' = w' les axes des 
deux rotations composantes {Jig. 82). Le mou vement 
resultant doit 6tre une rotation autour d'un axe issu du 
point 0， puisque le point O est fixe dans les deux, mou - 
vements. Gherchons done un second point M dont la 
vitesse absolue soil nulle ； il ne peut 6tre que dans le 
plan AO A', autrement les deux vitesses cornposantes ne 
seraient pas suivant la m^me ligne et ne pourraient pas se 
detruire; en outre, il faut que le point M se trouve dans 
I'angle AO A, pour que les vitesses composantes puissent 
^tre oppos^es Fune k 1， autre. De plus on doit avoir 

w X MP 二 X MP, 
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MP et MP' ^tanl les distances du point M aux droites OA 
et OA'; mais, dans le plan, le lieu des points tels que i，on 
ait 

MP to' 

iTTp? 二一二 const. 
Mr a> 

est une droite issue du point O ； cette droite est done 
I'axe de la rotation r^sultante. II est ais^ de voir que cette 

Fig. 82. 




droite est la diagonale du parall^logramme construit sur 
OA el OA', ou que l，on a bien 

o> X GQ = 0)' X GQ'; 

les deux membres repr^sentent, en effet, Faire du paralle- 
logramme OAGA'. 

L'axe resultant est done dirig^ suivant la diagonale du 
parall^logramme construit sur les axes composants ； de 
plus, il a pour grandeur la longueur meme de cette dia- 
gonale. Pour le d^montrer, 6valuons la vitesse du point A 

A = Q X AI, 

AI etant la distance du point A a l'axe OG et Q d^signant 
la vitesse angulaire inconnue de la rotation r^sultante ； 
d 'autre part, les vilesses composantes du point A sont 
I'lme 谷 gale a z^ro el I'autre a x AK ； on doit done 
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avoir 

Q X AI 二 CO' X AK 二 aire OAGA' z= 2 aires OAG 二 OG x AI 
d'ou I'on conclut 

Q z=z OG. C.Q.F.D. 

Le mouvement resultant d'un nombre quelconque de 
rotations concourantes est une rotation autour d'un axe 
egal a la somme geom^trique des axes des rotations com- 
posantes. 

147. Composition de deux rotations autour d^axes 
par alleles et de mime sens, 一 Soient ces deux axes 
OA = 0), 0'A,= 0/ mesur^s a partir de leur perpendlcu- 
laire commune 00' (Jig. 83). La vitesse r^sultante pour 

Fig. 83. 



01 0* 



un point quelconque est ^videmment parallMe au plan 
perpendiculaire aux deux axes, par suite les vitesses de 
tous les points du syst^me sont parallMes a un plan ； on en 
conclut que le mouvement resultant est un mouvement 
de rotation autour d'un axe parall^le aux axes consid6res. 
Get axe est le lieu des points de vitesse nuUe, or ces points 
sont dans le plan des deux axes, et si M est Vun d'eux, on 
doit avoir 

0) X MP = X MF, rjrr. == ― : 



p 



j 



A 



p 
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I'axe de la rotation r^sultante est parall^le a ceux des rota- 
tions donn^es et divise leur distance dans le rapport 
inverse des vitesses angulaires. Enfin la grandeur Q de 
I'axe de la rotation r^sultante est ^gale k la somme des 
rotations composantes ； en effet, la vitesse du point O' a 
pour composantes o) x OO' et zero, d'ou 

Q X 10' = u) X 00' ; 

on aiirait de mSme 

Q X 10 二 u) X 00', 

d'ou, en ajoutant, 

Q = 0) + CO'. 

148. Composition de deux rotations autour d'axes 
paralleles et de sens contraires, 一 On verrait, comme 
pr^c^demment, que le mouvement resultant est une rota- 
tion autour d'un axe parall^le aux deux autres, dans le 
sens du plus grand et 6gal k leur difference ； cet axe coupe 
le perpen diculaire 00' aux deux premiers en im point I 
situe sur le prolongement de cette droite, et tel que ses 
distances aux axes composants soient inversement propor- 
tionnelles aux grandeurs de ces axes. 

149. Couple de rotation. ― On donne le nom de 
couple de rotation a I'ensemble de deux rotations ^gales 
paralleles et de sens contraires. Si Ton cherche a composer 
ces rotations par la r^gle pr^c^demment indiqu^e, on 
Irouve que I'axe de la rotation r^sultante est nul et rejete 
a rinfini, car de 

10 _a/ 
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on tire 

Mais on pent reconnattre directement qu'un couple 
de rotation ^quivaut k une translation perpen diculaire an 
plan des deux axes ； la vitesse i> d'un point quelconque 
M de ce plan a pour expression (Jig. 84) 

r = ui X O'M - ui X OM ^ w X 00' = const., 

done le plan et par suite tout le system e est anime d'un 
m ouvement de traaslation normal au plan des deux axes. 
Cette vitesse de transletion ae depend que de la direction 




da plan des deux axes et du produit w >; 00' que I 'on 
nomme moment du couple; elle est done ind^pendaale 
de I'orientation de la droile 00' dans le plan des deux 
axes, toutefois son sens change si I'on change le sens de 
ces axes relativement k lear normale 00'; un couple de 
rotation est done d^flni par trois ^Umenls : la direction de 
son plan, son moment et son sens. 

On peut ioversement remplacer une vitesse de traosla- 
lion V par nn couple de rotation, pourvu que I'on prenne 
le plan des deux axes perpendiculaire k celle vitesse, et 
que le moment du couple soil ^gal a V, en tenant compte 
de son seas. 

150. TntOHtHE, ― Une rotation peut toujours ilre 
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remplacee par une autre egale, par allele et de meme 
sens, et une translation perpendiculaire an plan des 
deux axes de rotation. 

Soil OA = 0) un axe de rotation {Jig. 85); introdui- 



Fig. 85. 




sons, en un point quelconque 0'， deux axes de rotation 
0'A/， O'A" de sens contraires et ^gaux I'un et I'autre a w， 
rien n'est change au point de vue des vitesses. Le couple 
OA, O'A" peut 杏 tre remplac^ par une translation ； on 
aura ainsi une rotation O'A' ^gale et parall^le a la premiere 
et une translation perpendiculaire au plan de OA et de O'. 
Inversement, on peut remplacer une rotation OA el 

Fig. 86. 




line translation V (Jig» 86 ) par une rotation unique, quand 
V est perpendiculaire a OA. 

En effet, on peut d'abord remplacer V par un couple 
de rotation de sens convenable, situ 豸 dans un plan perpen- 
diculaire a V et passant par OA. Orientons le couple et 
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modiiions, au besoin, ses composantes, de telle sorte que 
sans changer son moment, I'une des rotations dont il se 
compose devienne ^gale et directement oppos^e k OA; 
alors, les deux rotations OA, OA' se detruisant, il restera 
la rotation unique OA". II sufBt, pour realiser ces condi- 
tions, de transporter I'axe OA parall^lement a lui-m^me 
dans le plan perpendiculaire a V et dans un sens conve- 
nable, d'une quantity 00' donn^e par la relation 

00' 二 1、 

to 

151. ― Composition de deux rotations autour d'axes 
quelconques. 一 La vitesse dii mouvement resultant est 
alors celle d'un mouvement helicoidal. Soient, en effet， 

Fig. 87. 




OA 二 G), O'A '二 {fig' 87) les deux axes donnas ； au 
point O' appliquons deux rotations O'A, = o), O'Aa = 一 w， 
OA et 0,人2 forment un couple Equivalent a une translation 
perpendiculaire au plan OAO' et telle que Von ait 
V = (I) X 00, ； restent deux rotations concourantes O'A' 
et O'A, qui se composent en une rotation unique Q. 

D'ailleurs la translation V n'est pas perpendiculaire a £) ； 
car retant a co, elle le serait au plan O'A'A, ， or elle Pest 
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d^j^ au plan OAO', ces deux plans se confondraient done 
et les deux rotations seraient dans un m^me plan, ce qui 
est contre Fhypolh^se. 

La translation n'^tant pas perpendiculaire a la rotation, 
on ne peut avoir de rotation unique, done ie mouvemcDt 
resultant est h^licoi'dal. 

Corollaire. 一 N rotations autour (Taxes qaelconques 
se r^duisent a une translation et a une rotation unique. li 
sulfit, en effet, de faire en 0'， pour toute autre rotation 
0"A"， ce que I'on a fait pour la rotation OA. On aura 
ensuite a composer des rotations et des translations cod- 
courantes, ce 、qui donnera en fin de comple une transla- 
tion et une rotation . 

152. Th6or^:me. ― Le mouvement general d'un corps 
solide peut se ramener a deux rotations autour de 
droites conjuguies. 

L'un des deux axes pouvant etre choisi arbitrairement, ' 
except^ parmi les paralleles a I'axe h^licoi'dal et les droites 
conjugii^es d，eUes - mSmes, il y a par suite une infinite de 
manieres de decomposer en deux rotations le mouvement 
】e plus g6n6ral d'un solide. 

Soient, en efl'et, D une droite quelconque dont on veul 
faire le premier axe de rotation, M I'un de ses points, V 
sa vitesse, P le plan focal de M et MI = wTaxe instantan6 
correspondant au point M {fig* 88 ) ； decomposons la rota- 
tion 0) en deux autres, I'une MA = w' suivant MD， I'aulre 
MB = 0)', suivant la trace du plan IMD sur le plan P. Cetle 
decomposition est possible car MD n'est confondue ni 
avec MB, sans quoi la droite D norm ale a la vitesse de 
I'un de ses points M, serai t conjugufie d'elle-m^me, ni 
avec I'axe instantane MI, autrement celte droite aurait la 
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direction des axes instantanes, ce qui est encore contraire a 
riiypoth^se; enfin MI n'est pas non plus confondue avec 
MB puisqu'alors I'axe instanlan6 etant perpendiculaire a 
la vitesse V, on n'aurait plus un mouvement helicoi'dal 
veritable, mais une simple rotation autour d'un axe. 
Cela pose, remplagons V par le couple MG, QS sitiie 

Fig. 88. 




dans le plan P, en prenant MG = QS = (/ et MQ en 
avanl dii plan AMB, alors MG detruit MB et il reste en 
definitive les deux rotations 

MA 二 w', QS = a/， 

dont 0) est la somme geom^trique. 

La droite QS on A est conjuguee de D, car la vitesse 
d，un point qiielconque de A n，a d'autre composanle que sa 
vitesse de rotation autour de D ; la vitesse de N est done 
normale au plan mene par N et D， done le point N est le 
foyer de ce plan et la droite A le lieu des foyers des plans 
passant par la droite D. 

Remarques. —— I. Le theor^me s'applique encore au cas 
ou la droite donnee D est parallele a I'axe helicoi'dal , elle se 

ViLLiE. 一 Cinematique, i3 
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confond alors avec I'axe correspondant MI de I'un de ses 
points M et la rotation ci) a lieu autour de la droite D; 
d^ailleurs la conjugu^e A est rejet^e a rinfini dans le plan 
polaire P, or on pent pr^cisement regarder la translation 
V comme une rotation autour d'une droite situee a rinfini 
et qui lui est normale. 

II. Un mouvement ^tant d^fini par les rotations o) etw, 
autour de deux droites D et A qui sont necessairement 
conjuguees, on peut construire direclement I'axe h^li- 
coidal de ce mouvement. Get axe Q est la somme geom^- 
trique des rotations o) et o/， on connait done sa grandeur, 
sa direction et les angles (p et $ , qu'il fait avec les droites 
D et A ; il suffit, pour achever de le determiner, de trouver 
la vitesse de translation V" et le point O ou I'axe helicoi'dal 
coupe la plus courte distance AC des droites D et A. Or 
on a (n« 122) 

V' 

AC=z — 



U \ tangcp tangcpi 

formule qui donne ； la distance OA est ensuite deter- 
minee par la formule 

V" 



OA 二 a 二 



U tangcp] 



III. Le d^placemenl de la droite D peut etre obtenu 
par une simple rotation autour de sa conjugu6e A, en 
sorle que les plans normaux aux trajectoires des divers 
points de D passent par A. De la resulle la construc- 
tion indiqu^e par Chasles pour I'axe helicoi'dal, lorsqu'on 
connait la direction des vitesses de trois points A, B, C : 
on m^ne en A, B， G les plans normaux aux vitesses de ces 
points ； les deux premiers se coupent suivant aP, les deux 
deruiers suivant ； AB et a^, BC et p 丫 forment deux 
syst^mes de droites conjuguees. Menons done la perpen- 
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diculaire commune a AB et a^, puis celie de BC et g 丫； 
l，axe helicoidal doit rencontrer ces deux perpendiculaires 
a angle droit ； it est done leur plus courte distance. 

2. 一 Composition des acc616rations. 

153. Theoreme de Coriolis. — Soient : 

Y V acceleration absolue d，un point M (Jig, 89) ； 
Yr son acceleration relative ; 



Fig. 89. 




Y<? son acceleration d'entratnement ou acceleration dii 

point coincident; 
Vr la Vitesse relatwe du point M; 

I， angle de tv a^fec Vaxe instantane correspondant au 
point M, dans le movement d ^en tratnemen t ； 

MI = 0) Vaxe instantane dont il s,agit. 
On a 

(y) = (Tr) + (Yc) + (2a>t;,.sin6) 

cette derniere grandeur devant Stre portie a partir de 
M, perpendic u lairemen t d la vitesse relative et d Vaxe 
instantane, dans le sens oil la rotation autour de Vaxe 
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instantane ferait tourner I'extremite de la vitesse 
relative, 

L'accel^ration compl^mentaire 2w(vsin0 a regu le nom 
d, acceleration cen tripe te composee ； on voit encore 
qu'elle est Sgale au double de la vitesse de 】，extr 谷 mit^ G 
de la vitesse relative, toiirnant autour de MI. 

154. Demonstration geometrique, ― Soient M la posi- 
tion du mobile au lemps I {fi%* 90 ), MN sa trajectoire 



Fig， go- 




relative, MM' celle du point coincident, N el M' les posi- 
tions de ces points sur leurs trajectoires au temps t + dt, 
Ve et Vr les vitesses absolue, d'entrainemenl et relative ； 
si l，on prend sur ces deux dernieres droites des longueurs 

MT, ― V, dt、 WT" ― Vr dt, 

les droites T'W 二二 3' et T',N 二 《' represenleront respecti- 
vement les deviations des mouvenients d'entrainement el 
rclatif. La diagonale MT du parallelogramme construit 
sur MT' et MTT, sera vdt, et, pour avoir la deviation absolue, 
il suffira de joindre le point T a la position du mobile 
au temps t + dt. 
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Pour arriver k connaitre la position absolue N' de M au 
temps t + dt, on peut remarquer que le mouvement ^le- 
mentaire d'entrainement de la trajectoire relative MN du 
point M r^sulle de deux autres : un mouvement de trans- 
lation qui am^nerait MN en ]VI,N, et un mouvement de 
rotation autour d'un certain axe M,I qui se confond , a 
】a limite, avec l，axe inslantan^ du mouvement d'en- 
trainement correspondant au point M. Or il est facile 
de suivre le point N entraine ainsi avec le syst^mie 
auquel il est lie. En effet, la translation MM' peut ^tre 
op^ree au moyen de deux translations MT'， T'M'; par 
suite de la premiere, MT, vient en T'T et le point N en R 
obtenu en menant TR ^gal et parallele a S"; la secondo 
am^ne le point R en ， la droite RN, elant ^gale et para I - 
\h\e a S,, et N, est la position de N apr^s la translation MM'. 
Effectuons maintenant la rotation autour de M'l; le point 
N, d^crira un arc de cercle de rayon N,I perpendi- 
culaire au plan IM'Ni. N' 6lant la position du mobile an 
temps t + dt, TN' est la deviation absolue cherch^e. 

Cela pos^, la Hgne TN' est la resullante de TR = 5,,, 
deviation relative, de RN, = S'， deviation d'entrainemenl, 
et de la corde N^N'"; cherchons la grandeur de Pare N,N' : 

Ni N' 二 X INi — bidtx Vr dt sin 6 二 w^vsinO X dt- ] 

on en conclut que l,accel 豸 ration absolue est la resullante 
de I'acc^yration relative, de I'acc^leration d'entrainement 
et de r acceleration centrlp^te compos 豸 e 2(o Vr sin 8. Quant 
a la direction de celte derniere, elle est perpendiculaire 
au plan men 豸 par la direction limite de Ml, qui est celle 
de I'axe instantan^, et par celle de M'N, ou de la vi- 
tesse relative (V; enfin son sens est celui que la rotation 
d'entrainement tend a im primer au point Ni, or, a la limite, 
la droile M'N, vient coincider avec la direction (v. 
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155. Demonstration analytique. ― Des formules de 
transformation 

a: 二 a + QtX + a'Y + a^Z, 



on d^duit les composantes de la vitesse 

dx ( da ^ dx ^ (ItJ „ W \ ( dX , dY ,, dZ 



el celles de F acceleration suivant les axes fixes 
al' dt^ at* dt^ 

et deux autres analogues. 

La premiere parenth^se est la valeur que prendrait 

si l，on y considerait X, Y et Zcomme des constantes, on la 
composante suivant O x del'acc^l^rallon d'entrainement y^* • 

La seconde parenth^se repr^sente ^videmment la pro- 
jection sur Ox de I'acc^l^ration relative y^- 

Pour ^valuer la troisi^me parenth^se, menons par le 
point A, origine des axes entrain^s, une droite AB {fig* 91 ) 
^gale en grandeur, direction et sens k la vitesse relative Vr 
dii point M; elle aura pour projections sur les axes 
mobiles 

dX dY dZ 
dt dt dt 



et ces quantit^s repr^sentent ^galement les coordonnees 
relatives du point B; les coordonnees absolues de ce point 



CHAP. V. 一 COMPOSITION DES MOUVEMENTS. 



sont done 



"i = " + a 叾 + a 百 +a 百， 




et entrain^ avec lui, sa vitesse aura pour projection sur Ox 

dx、 _ da (dft dX dot! dY da!' dL 
dt — dt \dt dt dt dt dt 



Le premier terme etant la projection de la vitesse de 
rorigine A， les autres qu'il s'agissait d'inlerpreter repr^- 
sentent necessairement la projection de la vitesse du point 
B， dans sa rotation d'entrainement autour de l，axe instan- 
lan^ AJ; or cetle vitesse 

CO X BIj 二 （0 X AB X sinO =:a)(^rsin6, 
la troisieme parenth^se de est done ^gale a deux fois 



20O TRAITE DE CINEMATIQUE. 

la projection de la quantity g^omelrique idVr sinO, dont la 
direction et le sens out ete d^finis pr^c^demment, et Fon a 

(y) 三 (Ye) + (Yr) + (aw^v sine). C.q.f.d. 

Corollaires, —— I. Les projections de I'acc^l^ration de 
Coriolis sur les axes entrain^s sont celles du double de la 
vitesse du point B, dans la rotation instantanee ； elles ont 
done respeclivement pour valeurs 

( dL d\\ f dX dZ\ ( dY d\\ 
々li—、7t), 々I—Pll)， \^d7^^dt)- 

On pent d'ailleurs arriver directement a ce r^sultat et 
obtenir ainsi rinlerpr^tation des troisiemes termes des 
composantes de 1 'acceleration absolue. 

II. On lire du th^or^me precedent 

(Tr) = (Y) 二 （Ye) — （2w(V sinO), 

formule importante quand on ^ludie le mouvement relatif. 

Le terme —— 2o)(^r sinO represenle racceleration dite 
centrifuge composee, c，est 1 'acceleration de Coriolis prise 
en sens contraire. 

Remarque. ― L'acc^l^ration de Coriolis est nulle et les 
accelerations se composent alors comme les vitesses, dans 
chacun des trois cas suivants : 

I® (i) = o, le mouvement d'entrainement se r^duit a une 
translation ； 

2® Vr = 0， le point est a rinstant consider^ en ^quilibre 
relatif, c， est — a — dire en repos par rapport au sysleme en- 
train^ ； 

3。 = 0, la vitesse relative est parallel e k I'axe inslan- 
lan6 du mouvement d'entraineitient. 

156. Application. —— Considerons une droite tournani 
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dans un plan autour d，un de ses points O, et un point 
M mobile sur la droite, proposons-no us de troiwer 
I' acceleration absolue de ce point ， en prenant pour 
mouvement d'entratnement celui de la droite. 

Si nous designons par r et les coordonn^es du point 
mobile, nous aurons d'abord 

― dr ― rPr 響 

『5r Y''= w 



Le point coincident de M decrivant un cercle, I'accele- 



ration d entrainement a pour composantes 一 /• I ) sui- 



vant le rayon OM, et r suivant sa perpendiculaire MT. 

Ell fin I'acceleration de GorioHs normale a I'axe de rota- 
tion el au rayon vecteur est dirig^e suivant MT et a pour 
valeur 

dQ dr 

寶 '二 

Les composantes de I'acceleration absolue sont done 

d*r „ 

dt* \ dt 

suivant le rayon vecteur, • 

6/*0 dr rfO 

suivant sa perpendiculaire. 

Nous retrouvons ainsi des expressions d^j^ calciil^es 
directemcnt (ii。 2i 》 

157. TnfiOREME DE Rivals. — Considerons iin solide S， 
mobile autour d'lin point fixe 0， et so\Jent p, q、 r les 
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composantes de sa rotation instantan^e OA i^fig. 92) au 
temps t. Proposons-nous d, 谷 tablir les composantes de 
r acceleration de I'un des points M de ce solide, en etu- 
diant son loouyement relativement k un autre solide S' 



Fig. 92- 




anime d，un mouvement de rotation uniforme ayant 6gale- 
ment pour projections p、 q et r. 

A rinstant consider^, les denx rotations ^tant les 
m^mes, la vitesse relative est nuUe et I'on a seulement 

Le mouvement d'entrainement etant un mouvement 
uniforme de rotation, racc6l6ration 丫 est centripete ； elle 
est dirig^e suivant la normale MQ a I'axe OA et ^gale a 

MQx OA'. 

Pour avoir l,acc 色 IdralioD relative Yd remarquons qu,au 
temps t + dt, les composantes de la rotation instantaD^e 
OA' sont 

dp , dq , dr , 
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et que, par suite, le mouvement relalif, difference g^o- 
m^trique des deux rotations OA et OA', est une rotation 
ajant pour axe OS, et dont les projections sur les axes 
sont 

性 <U、 ^dt. 

dt ， dt ' dt 

OS est done le produit par dt de F acceleration angii- 
laire OJ. 

La vitesse relative ^tant nulle au temps t, I'acc^l^ralion 
relative est le quotient par dt de la vitesse relative au 
temps t -\^dt\ or cette vitesse relative due a la rotation 
OS est ^gale a OS x MP, MP ^tant la distance du point 
M a la droite OJ, racceleration relative sera done 

OS 

^xMP^OJxMP; 

elle est d'ailleurs dirig^e suivant la droite MN normale au 
plan du point M el de racceleration angulaire. 
On demontre ainsi le iheor^me de Rivals (n® 91 ). 
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CHAPITRE VI 1). 

MfiCANISMES. 



158. Les mouvements employes dans Pindustrie soni 
des plus simples ； ils se ramenent g^neralement aux deux 
types suivants : mouvement c ire u lair e, mouvement rec- 
ti ligne. Ces mouvements peuvent d'ailleurs ^tre continus, 
c'est-a-dire toujours dans le m6me sens, ou alter natifs. 

Les mecanismes ont pour but de transformer ces mou- 
vements les uns dans les autres. Parmi les dix combinai- 
soDS auxquelles donneht lieu ces quatre mouvements 
pris deux k deux, avec repetition, nous etudierons les 
transformations suivanles, qui sont les plus importantes : 

1。 Deux mouvements circulaires simultan^ment con- 
tinus ou alternalifs ； 

2。 Un mouvement circulaire continu et un mouvement 
allernatif rectiligne ou circulaire ； 

3。 Deux mouvements alternalifs, I'un circulaire, I'autre 
rectiligne. 

159. Les mecanismes rentrent g^n^ralement dans les 
deux types suivants : 

Les syst^mes articules dans lesquels les angles varient, 



( ' ) Ce Chapitre est extrait en grande partie du Cours fait par 
M. Poincare, k la Sorbonne, en i886. 
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mais les distances des articulations restent invariables. 

Les systemes en contact dans lesquels une pi^ce p 
anim^e d'un mouvement M， imprime par contact continu 
a une pi^ce />' un mouvement M'. Les engrenages rentrenl 
dans ce second type. 

1. 一 Transformation d'un mouvement circulaire 
continu en un mouvement circulaire continu. 

Nous distinguerons trois cas, suivant que les axes des 
deux mouvemenls sont paralleles, concourants oii quel - 
conques. 

lo LES AXES SONT PARALLELES. 

Gette transformation s'opere d'ordinaire, soil par une 
bielle, soil par des chaines ou courroies, soit par des 
engrenages. 

160 , Manivelles et bielle d'accouplement • 一 Une 
manivelle est une tige en fer dont une extremite est cal^e 
reclangulairement sur un arbre ou cylindre tournant ； 
I'autre extremite nominee mane ton est recourbee paralle— 
lement a Farbre. Les boulons ou mane tons des ' deux 
arbres sont reunis a I'aide d,ime tringle normale aux deux 
arbres, et qu'on nomme bielle d， accoup lement. Si les 
manivelles OA, O'A, sont de m^me longueur et si la lon- 
gueur de la bielle A A' est egale a 】a distance OCV des 
axes, la figure OAA'O' reste to uj ours un parallelogramme 
et les vitesses angulaires de rotation des deux arbres sont 
les m^mes a chaque instant. 

La barre de la manivelle est souvent remplacee par une 
roue entiere qui porte le boulon. Ce mecanisme est em- 
ploye dans les locomotives. 
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161. Courroie de transmission. ― Deux poulies sont 
mont^es sur des arbres parallMes O et O' {fig* 98) et une 
courroie en cuir flexible et inextensible passe sur la jante 
(le chacune des poulies. Les yitesses de tous les points de 
la courroie out m^me grandeur et conmie la courroie ne 
glisse pas sur les j antes des poulies, il en est de meme 
(les vitesses de ces jantes. Si done V est cette vitesse com- 



Fig' 93. 




mune， R et R' les rayons des poulies, o) et 0/ leurs vitesses 
angulaires, on a 

d，ou 

二 R; 

les vitesses angulaires des deux poulies sont en raison 
inverse de leurs rayons. Ces vitesses sont de m^me sens 
dans le cas de la figure, raais si l，on croise la courroie elles 
sont de sens conlraires. 

Assez ordinairement, on monte sur I'arbre O' auquel on 
veiit transmettre le mouvement de I'arbre moteur 0， deux 
roues ^gales plac^es a c6t^ I'une de 1' autre, I'une calee 
sur I'arbre et faisant corps avec lui et I'autre folle sur 
laquelle on fait passer la courroie quand on ne veut pas 
donner de mouvement a I'arbre. 

On remplace parfois la courroie par une chaine a 
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mailles dite de Vaucanson, seulement les roues sont 
alors munies de dents qui entrent dans les mailles. 

Pour des communication s a de grandes distances on 
emploie souvent un cable en fil de fer supporte de dis- 
tance en distance par des galets ou roues folles ； dans ce 
cas, les roues sont munies de gorges qui emp^chent le 
cable de les quitter, 

162. Des engrenages, ― Un engrenage est un sys- 
tem e de deux roues liees chacune a un arbre mobile, et 
qui se commandent mutuellemenl. 

£tudioDS le cas ou les axes de rotation C et C! {fig» 94) 

Fig. 94. 




des arbres mobiles sont parallMes et supposons d'abord 
que leurs vitesses angulaires o) et 0/ soient de sens con- 
traires. Comme on fait les roues cylindriques afin de 
r^partir 1 'effort exerc6 tout le long d'une g^n^ratrice, il 
suffit de consid^rer la section drolle du syst^me. 

Soil A le point de contact des courbes BAD, B'A'D' ou 
dents, li^es la premiere k la roue G, la seconde a la roue 
G ； proposons-nous de determiner le rapport des vitesses 
angulaires de ces roues, ainsi que la vitesse de gUssemenl ； 
consid^rons, a cet effet, le mouvement relalif de la roue C 
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par rapport a la roue G, la vitesse relative etant la dif- 
ference g^om^trique de 】a vitesse absolue et de la vitesse 
d'entrainemenl, il siiffira pour Pobtenir de composer la 
rotation absolue w' avec la rotation d'entrainement w 
prise en sens conlraire ； or les rotations el — o) etaDt 
de m^me sens, le mouvement relatif est une rotation Q， 
autour d'un axe I parall^le aux premiers, situe dans leur 
plan et lei que 

10 X IC 二 to' X IC ； 

la droite AI sera done normale a la vitesse relative du 
point A' de la courbe B'D', c'est-a-dire auK deux courbes 
en contact. En fin la vitesse de glissement sera la vitesse 
relative de A,， elle aura pour expression 

(V 二 Q X VI =^ (0) + w,) VI 

(I) et it/ ^tant les valeurs absolues des rotations. En pra- 
tique, la roue conductrice a une vitesse uniforme et I'on 
lient a ce qu'il en soil de m^me de Faulre, pour ^viter 
】es efforts considerables qui se produiraient, a cause de 
I'inertie, s，il y avail des variations dans la vitesse de la 
roue conduite ； la premiere condition a realiser est done 
que le point I soil fixe, et alors la normale commune 
au profil des dents en contact passe par ce point fixe I. 
Cette condition etant remplie, le rapport des vitesses 
angulaires sera constant et le m^me que si la communi- 
cation de mouvement avail lieu par roulement des cir- 
conferences de rayons CI et CI, qu'on nomme pour cette 
raison circonferences primitives. 

De la formiile qui donne la vitesse de glissement on 
conclut qu'il n'y a roulement des dents que si leur contact 
a lieu sur la ligne des centres ； cette vitesse etant propor- 
tionnelle a la normale AI, il y a interet a ce que le contact 
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ait lieu le plus pr^s possible du point 1， de 1^ la n^cessit^ 
de r^dulre les dimensions des dents qui doivent succes - 
sivement venir en contact, ce qui revient a augmenter 
leur nombre autant que le permet leur solidity. 

163. Determination du profil des dents, 一 Le pro- 
bleme k resoudre est celui-ci : 

Connaissant le profil B'D' d'une dent de la roue C'， 
determiner le profil BD d'une dent de la roue C. 

Consid^rons, a cet effet, les roues comme invariablement 
li6es aux circonftrences primitives de rayons r ei ; dans 
le mouvement de C' relalivement a C, les circonftrences 
primitives resteront langentes el il en sera de m^me des 
dents ； d'ailleurs lavilesse relative du point de contactl de G 
sera nuUe puisque I est I'axe instantan^ de la rotation rela- 
tive, le mouvement relatif est done ^picycloidal. Les dents 
devant raster conslamment en contact, le profil de D sera 
renveloppe des positions que prendra D' dans ce mouve- 
ment epicycloidal ； de plus la normale commune ^ D et a 
D' passera a chaque instant par le centre instantane de 
rotation. 

On peut done imaginer une infinite d'especes d'engre- 
nages, suivant le profil que I'on donne k Vune des dents ； 
pratiquement on n'en a gu6re employ^ que trois. 

164. Engrenages d lanterne, 一 Les dents de la roue 
C sonl des cercles ^gaux dont les centres sont sur la 
circonference primitive C; elles prennent le nom de 
fuseaux, 】aroue C' s'appelle lanterne et la roue C rouet, 

Ces engrenages que I'on trouve encore dans quelques 
vleilles machines, ne sont plus employes. 



165. Engrenages ct dents epicyclo Idales . 一 Le profil 

YiLLiE. 一 Cinematique. 
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de la dent D' est ici une ^picycloi'de ayant pour base la 
circonference CI ； la recherche du profil de la dent D, qu'on 
nomme conjugal du premier, est bas^e sur le theoreme 
suivant : 

Le profit conjugue d，une epicycloide ayant pour base 
la circonference primitive G et pour roulante la circon- 
ference C" , est une autre epicycloide ayant pour base 



Fig. 95. 




Vautre circonference C et pour roulante la circonfe- 
rence C" {Jig. 95). 

A et B etant deux points fixes des circonftrences pri- 
mitives C et C qui doivent venir en contact, on aura con- 
stamment, dans le roulement de C sur C, arc BI = arc AI; 
soil G" une circonftrence assujettie k toucher constamment 
les deux autres en leur point de contact I, avec la condi- 
tion arc MI = arc AI, M ^tant un point fixe de la circon- 
ftrence C"， le mouvement absolu de M sera un mouvemenl 
^picycloi'dal resultant du roulement de C', sur G. Gomme 
on a aussi arc MI = arc BI, C,, dans son mouvement rela- 
livement k G, engendrera ^galement une Epicycloide et les 
deux 6picycloides E' et E sont tangentes en leur point 
commun M, puisqu'elles admettent la m^me normale MI. 
Si done on consid^re le mouvement relatif de C' par rap- 
port a C regards comme fixe, I'epicycloide E' entrainee 
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avec C,, touchant constamment repicycloide fixe E， cette 
derni^re sera I'enveloppe de la premiere, ce qui montre 
que le profil conjugue de l，6picycloide E, est repicycloide E. 
Dans le cas particulier qui est celui de la pratique, ou 

la circonftrence G， ^tant int^rieure a C' on a r" = ―, on 

2 

a vu (n® 42) que repicycloide E' est un diam^tre du cercle 
C, la dent D' est done plane, on la nomme jlanc el repi- 
cycloide conjugu^e £ se nomme face. On voit imm^dia- 
tement que le point M ^tant int^rieur a C et ext6rieur a C， 
les flancs sont interieurs et les faces exl^rieures respec- 
tivement a leurs circonftrences primitives. 

166. Cela pos^, coDsid^rons deux dents sur chaque 
roue, I'une en dega, I'autre au dela de la ligne des centres, 
on voit qu'avant le passage k la ligne des centres les 
flancs poussent les faces {fig* 96) et que c'est Finverse 

Fig. 96. ' 
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I 
I 
I 
I 

qui se prodiiit au dela de la ligne des centres. 11 r^sulte 
de la que si Pon ne donnait de flancs qu'a la roue conduile, 
parexemple, le contact; utile n'aurait lieu qu'apr^s la ligne 
des centres ； pour obvier k cet inconvenient on donnera 
des flancs et des faces k chacune des deux roues. 

Une dent se composera done de deux parlies, une int^- 



ai2 TRAITE DB CINEMATIQUE. 

rieure h la circonftrence primitive (on d^signe sous le nom 
de creux la partie interieure comprise enlre deux denls) 
dont les cdt^s AF et BG {fig- 97 ), portions de rayons de 
la circonftrence primitive, constilueront les flancs ； I'autrc 
partie ADEB exl^rieure k la circonftrence primitive (que 
ron appelle plus parliculi^rement dent ou saillie) sera 



Fig. 97- 




limiti^e par des arcs d ，豸 picycloide AD. BE, profils conjugu^s 
(les flancs de I'autre roue. Les saillies et les fonds des 
creux sont limit^s par des circonferences concentriques a 
la circonf6rence primitive. 

167. Engrenages a diveloppantes de cercles. ― 
Soient C el C les deux circonftrences primitives de 
centres O et O' {Jig* 98); prenons comme profil D' la 
d^veloppanle d'une circonf^rence A'B' de centre 0'， ]e 
profil conjugu^ D sera la developpante d'une circonfe- 
rence AB de centre O. Si, en effet^ M est le point ou la 
courbe D' louche son enveloppe D pour la position C de 
la roulante dans le raouvement relatif de G par rapport a 
C, MI est tangente a la circonf^rence A'B' comme normale 
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a sa developpante D' ； de plus MI est normale a Penveloppe 
des diverses positions de D'， or la distance OB du point O 
a cette droite est constante en vertu de la similitude des 
triangles rectangles IOB， IO'B'， qui donnent 



OB r 



0,B' ― 厂' 
d'ou 

OB 二 p HZ p' X -p ― const. ， 

done Jes norm ales a la courbe D conjiigu6e de D' sont 

Fig. 98. 




tangenles k un cercle fixe de rayon p el par suite D est 
line developpante de cette circonftrence AB. 

On voit encore que, dans le mouvemenl r^el, le point 
de contact M se d^place sur la tangente commune BB' 
aux circonf ^Fences p et p'. 

1G8. L'engrenage a developpantes pr^senle sur I'engre- 
nage a flancs trois avanlages. 

1° Avec cet engrenage on peut fa ire conduire par une 
in erne roue O plusleurs roues 0'， 0,,， . . . de diam^tres 
difrents. II suffit, en effet, pour que ces engrenages soienl 
corrects, que les rayons p, p', p", . . . des circonferences dont 
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on trace les developpantes, satisfassent aux relations 

P 一 P 一 P 一 



r r' r" 



ce qui est toujours possible. 

L'engrenage a flancs, au contraire, est impossible si les 
rayons r', r", ... ne sont pas tous ^gaux, car pour que O 
engr^ne r^guli^rement avec 0'， il faut que ses faces soient 
des arcs d'^picycloi'de ayanl pour base la circonference O 

el pour roulante une circonftrence de rayon 一 ， mais alors 

elle n'engr^nera plus r^gulierement avec 0"， .... On peut 
toulefois tourner la difficult^ comme suit : Construisons 
les dents de O et O' sans nous inqui^ter des autres roues, 
puis prenons pour profil des dents de O" les profits 
conjugu^s des flancs et des faces de 0， nous obtiendrons 
ainsi pour O" des dents dont les parties inl^rieures a la 
circonference primitive ne seront plus planes, ce qui est 
une complication. 

2。 Si la distance des axes est alt^r^e soit par vice d'ajus- 
tage, soit par iisure des tourillons, l'engrenage a flancs 
cesse d'etre exact. Supposons, en effet, que pour une cause 
quelconque la distance des axes ait varie, et soient R et 
R' les rayons des nouvelles circonf^rences primitives, on 
devra avoir simultan^ment 

(or = (oV, wR = to'R', 

d'ou 

R R' R+IV 



r' 一 /• + , 一 〉 



et par suite 

R 二 A: 厂， R'=:^r'. 



Mais alors, pour que les profils des dents de O fussent 
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exacts, il faudrait que les saillies soient des arcs d，epi- 

, A* r' 

cycloi'de engendres par une circonference de rayon — 

roulant sur une circonference de rayon kr, ce qui n'a pas 
lieu ； done I'engrenage a flancs n'est plus exact. 

Au contraire, Pengrenage a developpanles resle exact 
malgre la variation de distance des axes, puisque la relation 

a verifier ^ I'est en vertu de ^ r= p • Get avantage est 

le plus important. 

30 L'usure des dents d'un engrenage a developpanles 
de cercle, si elle est uniforme, n'all^rera pas les propri^t^s 
de I'engrenage. En eflPet, le profil de chaque dent ^tant 
transform^ en un autre qui lui est parall^le, ces courbes 
admettront les memes normales et, par suite, la m^me deve- 
lop pee, elles seront done les developpanles du m6me cercle. 

Malgr 谷 ces avantages, I'engrenage a developpanles de 
cercles est beaucoup moins employ^ que rengrenage a 
flancs parce que, toutes choses ^gales d'ailleurs, les dents 
de Pengrenage a developpanles de cercles sont beaucoup 
plus minces a leur extremity que celles de I'engrenage a 
flancs, et par suite pr^sentent beaucoup moins de re- 
sistance. On ne I'emploie gu^re que quand on veut faire 
conduire un grand nombre de roues par une seule autre. 

En horlogerie on se sert exclusivement de I'engrenage 
a flancs. 

169. Engrenages inter ieurs, 一 Nous avons suppose 
jusqu'ici que les vitesses de rotation des deux arbres 
^taient de sens contraires. On peut avoir aussi a trans- 
former un mouvement de rotation en un mouvement de 
rotation de m^me sens. Si la place le permet, on intro- 
duira une roue interm^diaire O" {Jig, 99) ; la roue O tour- 



i 
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nant dans un certain sens fera tourner O', en sens inverse 
et cetle mime roue O" imprimera a la roue O' une rota- 



Fig' 99- 




lion contraire a la sienne propre, c'est-a-dire de m^me 
sens que celle de 】a roue O. 

Si la distance des axes de rotation O et O' ne permet 
pas de loger cette roue interm^diaire, il faudra recourir 
aux engrenages int^rieurs. 

Soient O et O' les axes de rotation (^fig. lOo), w et w' 

Fig. 100. 




les vitesses angiilaires supposees de m6me sens, nous pren- 
drons sur 00' prolong 豸 dans nn sens convenable un point 
I tel que 

o) X 01 二 w'xO'I, 

les circonferences de centres O et O' et tangentes en I 
seront 】es circonferences primitives. 
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La theorie des engrenages interieurs est la me me que 
celle des engrenages exterieurs. 

Pour r^aliser I'engrenage a developpantes de cercles, 
on menera par I une droite quelconque IB, les distances 
des points O et O' a cette droite seront les rayons p et p' 
des cercles dont on prendra les developpantes pour profils 
des dents ； les centres de courbure B et B' de ces deve- 
loppantes etant tous deux du m^me cote de I， les profils 
des dents out leurs concavites dans le meme sens et alors 
les dents de la grande roue sont concaves, ce qui les rend 
faibles a leur extremity ； a cause de cet inconvenient, ces 
engrenages sont peu employes. 

On pent aussi employer I'engrenage k flancs, mais on 
ne pourra donner a la fois a la grande roue des flancs et 



Fig. loi. 




des faces. Nous avons vu, en effet, que le lieu des points 
de contact des flancs de la petite roue 0'， avec les faces de 
la grande roue O {Jig、 loi ), ^tait une circonference decrite 
siir 10' comme diametre; ces points de contact sont done 
a I'lnterieur de la circonference primitive O. Par suite les 
faces de la roue O devraient, comme ses flancs, etre inte- 
rieurs a la circonference O ； ces deux profils ne peuvent 
done exister simultan^ment. 
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On donne ordinairement des flancs a la petite roue el 
des faces k la grande ； le contact ne peut alors avoir lieu 
que d'un c6t6 de la ligne des centres. On 6vite cet 
inconvenient avec la solution suivante : 

Donnons des flancs ab a la petite roue O' et prolongeons- 
les par un arc d，— cycloide quelconque be, qui formera les 
faces. II faudra dormer comme profil k la grande roue les 
profits conjugu^s de ab et de bc] ce seront deux arcs 
d'^picycloi'de, seulement la portion conjugu^e de be, exte- 
rieure k la circonftrence primitive, sera une epicycloide 
concave. 



170. Cremailldre. 一 Si I'on fait infini le rayon de la 
circonf^rence primitive 0'， celle-ci devient une droite ； 
rengrenage prend alors le nom de cremaillere. Cet appareil 
sert k transformer deux mouvements continus, Vun circu- 
laire， I, autre rectiligne. 

On emploie d'ordinaire I'engrenage a flancs. Les profits 
conjugu^s des flancs de la tige sont des ^picycloides engen- 

dr^es par une circonftrence de rayon ^ = 00, c'est-a-dire 

par une droite, qui roule sur la circonftrence O ； ces epi- 
cycloides sont des d^veloppantes de cercle. Les dents 
de la roue O ont done pour faces des d6veloppantes de 
cercle. 

Les faces de la tige, profils conjugu^s des flancs de la 
roue, seront engendr^es par une circonf^rence de rayon - 
qui roule sur une droite ； ce seront des arcs de cycloi'de. 



171. Details pratiques sur les engrenages, 一 Les 
dents et les creux doivent avoir une forme sym6trique, 
afin que rengrenage puisse tourner dans les deux sens, et 
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encore pour que la meme roue puisse ^tre tant6t menante, 
tant6t menee, pour un m6me sens de rotation. 

Soient n et n/ les nombres des dents des roues O et O'; 

quand la premiere roue tourne de I'angle ― , une dent 

prend la place de celle qui la suivait et il en est de meme 

pour la seconds roue, qui tourne de I'angle -^; ces deux 

angles parcourus dans des temps ^gaux par les deux roues 
doivent ^tre proportionnels aux vitesses angulaires co el w', 
on a done 

—— ： (0 =： ~ r l (i> 



ou 



n n' ' 



On appelle pas le quotient de la circonf<6rence primi- 
tive par le nombre des dents ； si done a et a' sont les pas 
des roues O et O', on aura 



2TZ r — na. nzr' — n'a' 



d'oii 

/• na 



d'ailleurs 



r' n'a' 



r oi n 



r' (0 n' 



ce qui exige que a = a', les pas des deux circonf^rences 
primitives sont done ^gaux. Les intervalles des dents de 
I'une des roues doivent etre suffisants pour loger les dents 
de l，autre; on donne g^n^ralement un jeu qui varie enlre 
et j^. Pour satisfaire a I'^galite des pas des deux roues 
on fait les bases des dents, comptees sur les circonftrences 
primitives, ^gales entre elles ； il en est alors de m^me des 
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intervalles qui excMent les bases du jeu que I'on veut 
donner aFengrenage. 

Afin de conserver aux dents une solidity suffisante, 
malgr^ leur petite ^paisseur, on leur donne parallelement 
a Paxe de rotation une assez grande dimension qu'on appelie 
largeur de la denture et qui est de quatre a cinq fois 
r<5paisseur. 

Bien que th^oriquement un engrenage puisse servir a 
transformer deux mouvements simultanement alter- 
naUfs、 cela n'est pas possible en pratique, a cause des 
ruptures de dents qu'am^neraient infailliblement les varia- 
tions de vitesse. 

172. Determination du nombre des dents des roues 
d'un engrenage, ― Le nombre des dents d'une roue d'un 
engrenage a une limite inftrieure, qui est ordinairemeDt 
de dix dents, sauf en horlogerie oh. I'on se conlente de six 
dents. Ge nombre de dents a aussi une limite sup^rieare, 
sans quoi on ne pourrait ex^culer I'engrenage. 

D'un autre c6t6, pour "iter de faire des roues trop 
grandes ou trop petites, le rapport des vitesses des deux 
roues ne doit pas etre trop petit. Sa limite inferieure est 
ordinairement |.; en horlogerie on va jusqu'a -j^e. Pour 
tenir compte de ces di verses conditions, voici comment 
on proc^de : 

Soient deux axes parall^les O, et 0« animes de vitesses 
de rotation et W/i ； on ^tablira une serie d'axes interme- 
diaires O2, 0$, • • " O/i— ,， de vitesses 0)2, 0)3, . . . , w"—,, 
paralleles aux premiers et situ^s dans leur plan. Sur O, on 
montera une roue , sur O2 deux roues B, et A2, sur O3 
les roues B2 et A3, . . . ， sur O/^ une seiile roue B". La roue 
A, engrenera avec B" A2 avec B2, . . . , A/i avec B« ; si a 
est le nombre de dents d，une roue A et p d'une roue B, on 
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aura successivement 

0)1 ai 二 （Oj Pi , (ojtts = (03p2 a„_, 二 (0„ , 

d'ou 

(DiaiOts • • • a,,—i 二 （o'lPiPs • . • Pn-i 

oil 

0^1*5 .. . a„ — 1 



ce qui permet d'obtenir pour les nombres a et g de dents 
des diverses roues des nombres moindres que ceux qui 



(I), 



representent le quotient donne • 

Supposons, par exemple, que nous voulions r^aliser le 
rapport des vitesses g^., nous prendrons un axe in term e- 
diaire O2 et nous aurons 

0)8 ― «1 «g 一 丄. 
0)1 ― pi ― Go, 

posons 

aj — a2 = 6, 

d'oii 

pi p2 二 62 X 6o， 

nous prendrons alors 

Pj 二 45, p2 二 48. 

La methode qui pr^c^de cesse d'etre applicable si le 
rapport ― contient a I'un de ses termes iin facteiir pre- 
mier Ires grand ； cela se pr^sente pour certaines horloges 
qui, comme celle de Strasbourg, donnent a la fois le jour 
de la semaine et Page de la Lime; on trouve, en effet, dans 
ce cas 

(On 一 1439 
'^^ ~ 3485" 85 X 4i * 



222 TRAITE DE CINEHATIQUE. 

Le nombre 1489 ^tant premier, il faudrait donner i^ig 
dents a I'une des roues, ce qui est presque impossible. 
On a recours alors aux trains ^picycloidaux. 



173. Trains ipicycloidaux . ― Soit AA' un axe de 
rotation sur lequel est cal^e une roue N {fig> 102 ) de vi- 
tesse angulaire to; cette roue N porte un axe BB' parallele 
^ AA' et qu'elle entraine dans sa rotation. 

L'axe AA' porte encore deux roues P et Q non calees ； 




on fait tourner la roue Q avec la vitesse angulaire 0)2 • 
Enfin l'axe BB' porte deux roues calces R et S qui en- 
gr^nenl respectivement avec P el Q ; le mouvemenl se com- 
munique ainsi k la roue P et lui donne une certaine vitesse 
angulaire o), que nous nous proposons de determiner, con- 
naissant les nombre /?, q^reis qui representent respecti- 
vement les nombres de dents des roues P, Q, R et S. 

Considerons, a eel effet, le mouvement du systeme rela- 
tivemenl a la roue N， mouvemenl dans lequel les axes 
AA' et BB' sont fixes ； les vitesses relatives de P el Q sont 
(1)4 一 0) et — 0)， si done a est celle de BB' commune a 
R et S, nous aurons 
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d*ou requation 

(Oi —— (o ― rq 

IZI » 

0>2 —— (O pS 

qui donne o), . 

Dans la plupart des cas on suppose la roue Q immobile, 
6)2 = o et Ton a 



to, ― ps 一 rg 
ft) ps 



Nous pourroDS alors r^aliser le rapport ― = ―—; nous 
aurons, en posant ps = 3485, 

rq ― 3485 ― 1439 = 2o46 二 33.6a, 
d，ou la solution 

p — [^i, s ― 85, r ― 33, g 二 62. 
On peut aussi se servir des trains ^picycloidaux pour 

Fig. io3. 
A 



439. 



a. 



B 



厶 



P 



R 



P 



lA' 



S 



B' 



Ms 



r^aliser des rapports tres petits enire les vitesses de rota- 
tion des deux roues. Prenant, par exemple 



/？二 s 二 



厂二 71 + I, 



q 二 n — I 
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nous aurons 

U)i ― 直 

(I) 一 n* 

Les engrenages coniques peuvent 6tre employes dans 
les trains ^picycloi'daux. Consid^rons, par exemple, un 
axe AA' sur lequel sont mont^es deux roues P et Q non 
calces (Jig. io3). L'axe AA' en tournant, entraine dans 
son mouvement un axe BB' qui lui est perpendiculaire et 
sur lequel sont calces deux roues R et S ； la roue fixe Q 
engr^ne avec S et R avec la roue P comme dans le train 
^picyclo'idal que nous avons £tudi^. 

174. Engrenages helicoidaux de Hooke et de White. 
一 Dans les engrenages Studies jusqu'a present il y a 
glissement des roues denizes, parce que leur contact n'a 
g^n^ralement pas lieu au point de tangence des circonfe- 
rences primitives ； les engrenages helicoidaux, imagines 
par Hooke en 1674 et reinvent^s par White en 1808， ont 
pour but de rem^dier k cet inconvenient. 

Consid^rons deux arbres parall^les 00" CVO" dc 
vitesses angulaires constantes w et a/， et les cylmdres pri- 
mllifs R et R' de ces deux arbres {Jig. io4) ； I'engrenage 
se fera sans froltement si le contact des dents a constam- 
ment lieu en un point quelconque de la g^n6ra trice com- 
mune AA, des cylindres. 

Pour y arriver, soient BG et BD deux courbes quel- 
conques situ^es dans le plan des deux axes et en contact 
en B sur la g^n^ratrice AA, ； donnons a chacune de ces 
courbes des mouvements helicoi'daux a 11 tour des axes 00,, 
CVO',, nous engendrerons ainsi deux surfaces helicoidales. 
Dans le mouvement de rotation' de chacune des roues, les 
deux courbes m^ridiennes BC， BD, sections des surfaces 
par le plan des axes, se d^placeront parall^lement a ces 
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axes, et Pon pourra choisir le pas de chacune de ces sur- 
faces, de telle sorte que le mouvement de translation de 
ces courbes soil le meme ； soil V cetle vitesse commune 
de translation, constante comme les rotations. Alors le 
contact des deux mei'idiennes sera realise a uq instant 
quelconqiie et le point de contact se deplacera simplcment 







Fig. 10^ 



A 



0' 





/C 










B 






R， 




/C 








B' 



Oi 



0,' 



le long de la generatrice AA, ； si done h et h' sont les pas 
des deux surfaces helicoidales, on devra avoir 



d'ou 



et comme 



on aura encore 



V 二 一 w = — 0) ， 



to/i 二 to! h' ， 



to/' = O) 

h h> 

r 



les pas doivent etre propoi tionnels aiix rayons des c^^lindres 
primltifs. 

ViLLiE. 一 Cinematique. i5 
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En pratique, I'une des vis est a filet carr6 (n® 18o), et 
Faulre a filet triangulaire ou carr6 {Jig. io5). 

Ces engrenages ne sauraient Iransmettre des efforts 
notables sans s'user tres rapidement. lis out ete employes 



Fig. io5. 




avec succes pour fa ire tourner des axes avec une grande 
vitesse, en Ics adaplant a des appareils tr^s legers. 

2° LES AXES SONT CONGO UR ANTS. 

175. Lorsque les axes de rotation sont concourants, la 
solution du probleme de la transformation d'un mouve- 
menl circulaire continu en un mouvement du meme genre 
peut etre obtenue soil par les engrenages coniques, soil 
par le joint iiniversel de Cardan. 

176. Engrenages coniques, ― Soient SC'， SC les 
axes representatifs des rotations concourantes w et que 
I'on suppose constantes; le mouvement de la roue R'liee 
a SC relalivement a la roue R entrainee avec SC，， est 
une rotation resultante Q de SC'= w, et SC = w egale et 
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de sens contraire k SG| {fig. io6). Si done M est le point 
de contact des deux roues et p sa distance a I'axe SI de 
la rotation relative instantanee, la vitesse de glissement 
des deux roues sera 

Les lieux des axes instantanes SI relativement aux roues 
R et R/ sont deux cones de revolution a u lour des axes SC， 




SC, ; ces c6nes qui, dans le mouvement de R' relativement 
a R， roulent Pun sur 1， autre, se nomment cdrtes primitifs. 

On donne aux dents des roues la forme de cones ay ant 
S pour sommct, le contact a lieu aiors tout le long (Tune 
genera trice. Pour achever de determiner les clents, de S 
comme centre avec un rayon arbitraire SA, decrivons iine 
sphere, son intersection avec les dents sera 】e proGl sphe- 
rique des dents. On voit qu'on pent determiner les pro- 
fils des dents coniques sur cette sphere, qui coupe les 
cones suivant les petits cercles de rayons AB, AB'， par 
des considerations et des consLrucUons analogues a celles 
qui out ete employees pour les engrenages cylindriqiies ； 
les droites sont remplacees par des arcs de grands cercles 
et les epicjcloi'des planes par des 6picycloi*des spheriqiies 
resultant du roulemeiit du cercle AB' sur le cercle AB. 
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177. Dans 】a pratique, par une approximation qui suf- 
fit， on ramene la construclion dii proGl spherique a la 
construction d，un profil plan. Par le point A de la genera- 
trice de contact des cones primitifs, on mene la droite 
00' perpendiculairement a cette gen^ralrice, puis on con- 
sidere les points O et O' de rencontre de cette droite avec 
les axes comme les sommets de cones droits ayanl pour 
bases les cercles primitifs de rayons AB et AB', et c，est 
sur les surfaces developp^es de ces c6nes que I'on trace 
les directrices ou profils des surfaces coniques des dents. 

Pour construire les profils des dents sur les cdnes O et 
0'， remarquons que les circonf6rences AB, AB' de ces 
c6nes roulent Vune sur Fautre ； or, le point de contact des 
profils coniques elant toujours tres voisin de A, ces 
profils different fort peu de leur d^veloppemenl sur le 
plan tangent en A a la sphere qui est aussi tangent aux 
deux c6nes; on peut done admettre que les profils 
coniques etant constammenl tangents, il en sera de m^me 
de leur developpement sur le plan. Ea consequence, on 
developpera les deux surfaces OAB, O'AB' en deux sec - 
teurs ay ant pour distance des centres la longueur 00'， 
pour rayons les distances OA, O'A, et pour bases des arcs 
de m^me longueur que les circonfereiices primitives de 
rayons AB et AB', puis on prendra ces arcs comme cercles 
primitifs d'un engrenage plan dont on fera le trace. 

Les profils F et F' de cet engrenage plan etant con - 
struits, on enroulera ces figures sur les c6nes O et O' et 
I'on aura alrisi sur ces cones les profils des dents coniques 
de sonimet S qui doivenL conslltuer I'engrenage. 

178. Joint de Cardan . — Ce niecanisme nomme 
encore joint universe I ou joint hollandais, se compose 
d'lm croisillon 13B'， CC7 {fig* 107) dont les branches 
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sont a angle droit; les axes de rotation OA, O'A' portent 
chacun une fourche CAC, BA,B' invariable merit fixee a 
I'axe et articul^e aux extremites de deux bras opposes du 

Fig. 107. 



0'； 




B' 



croisillon. Le centre S du croisillon coincide avec le point 
de concours des deux axes. 

Dans cet appareil, on pent faire varier a voionte 1， angle 
des axes ； toiitefois, en pratique, cet angle ne devra pas 
etre inferieur a i35**. On se sert surtoul du joint de 
Cardan pour les mouvements a la main ou pour les mouve- 
ments lents, parce que le rapport des vitesses de rotation 
des deux axes n'est pas constant. 

179. Proposons-nous de trouver la relation entre les 
deplacements angulaires simultanes des deux arbres a 

Fig. I 08. 



A 




partir d'une position determinee, par exemple celle ou 
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I'axc SB est perpendiculaire au plan fixe ASA', landis que 
ra\e SC est dans ce plan (^fig. io8). 

Siipposons que le premier arbre tourne autour de SA, 
d'un angle a, le rayon SB vient en SB, et SC en SC,, soil 

I'angle CSC*, les deux droiles SC et SC, sont avec SB 
dans un plan normal a SA. Si done on considere le triedre 

SBB|C| ， il a pour angles plans a, - + g et B,SC, = -; le 

diedre SB oppose a ce dernier angle est P angle de deux 
plans normaux aux axes de rotation, il est egal a Tangle 
aigu 9 (le ces axes. 

Appliquant a ce triedre la formule fondamentale de la 
Trigonom^trie sph^rique 

cos a ― cos h cos c + sin 6 sin c cos A, 

en y faisant 

a 二一， ^二 a, c 二 — h p, A 二 cp, 

2 2 T 



tangp = tanga coscp. ' 

Les angles a el (3 sont done en meme temps mils ou 
droits, mais in^gaiix en dehors de ces cas. La transmis- 
sion de mouvement serait impossible si I'angle o etait droit. 

Gherchons la relation en Ire les vitesses angulaires 

— = 0), ~ = G)' ； on a, en differentiant F equation prece- 
denle, 

― 



COScpj 



COS- j3 cos- a 
to coscp ( I + tang-a) 一 w cos 9 



I -h tang-p cos- a -h siii-a cos^(j> 

CO COSCP 



0；' 



一 sin- a sin^cp 
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a est la seule variable qui entre dans I'expression du 
rapport — Four sin^a = o, — =coS(p; pour sin^a = i, 



to Ix) 

a/ I 



一 二 • Ainsi le rapport des vitesses varie entre cos cp et 

o) cos 1 1 T 

son inverse. 

Les vitesses sont 豸 gales qiiand on a 

( I + tang* a) cos© =i i + tang' a cos*?, 

, I 一 cos CD I 

tang* a 一 了 一 



costp — cos-<p cos<p 
Quand I'angle (p atteint sa limite pratique <p .= 45。， le 
rapport des vitesses varie de ― a y^， c'est-a-dire du simple 
au double. 
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180. On pent operer la transformation de mouve- 
ment par des Equipages de roues denizes ou par des coiu^ 
roies de transmission ； on fait encore la transformation 
direcle par des engrenages hyperboliqaes, ou, si les axes 
sont rectangulaires, par la vis sans fin. 

181. Equipages de roues dentees, ― Le moyen com- 
munement employe pour etablir une communication de 
moiivement, par roues dentees^ entre deux arbres dont les 
axes ne sont pas dans un meme plan, consiste a etablir un 
arbre intermediaire dont I'axe rencontre les deux axes 
donnes ou blen estparalleleal'un d'eux et rencontre I'autre. 
Ce que nous avons dit sur les engrenages cylindriques 
ou coniques permet d' etablir facileraent le rapport des 
vitesses angiilaires des deux arbres ainsi mis en commu- 
nication . 



， 
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182. Po lilies et coiirroies, 一 Soient {fig* 109) les 
deux arbres non paralleles A et A! qu'il s'agit de mettre 
en communication de niouvement ； iixons a ces arbres les 
deux poulies BD， B,D' dont les diam^tres soiit dans un 
rapport inverse de celui des vitesses angulaires qu'on veut 
oblenir. Les plans medians de ces poulies se coupent 
suivant une drolte EE,; par 11 n point I quelconque de 



Fig. 109. 




eette intersection menons deux tangentes IB, IB' aux deux 
poulies, et dans 1 'angle BIB' qu'elles formenl etablissons 
une poulie L dite poiilie de rewoi^ tournant librement 
autour de son axe fixe. Par une construction semblable 
pour un autre point K de EE', etablissons une seconde 
poulie de renvoi M， dans F angle DRD'; une courroie sans 
fin enveloppant les qualre poulies procurera la communi- 
cation de mouvement demandee. 

\ 83. Qiiand les arbres A et A! sont suffisamment 
豸 loignes 011 font entre eux un angle assez petit, on pent 
supprimer les poulies de renvoi en se fondant siir 】a 
re marque pratique suivante : Lorsqu'une courroie passe 
sur une poulie il faut, pour qu'elle s'y maintienne, que 
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】a partie AB (^fig、 i lo) qui se transporte vers cette poulie 
soil dirigee de mani^re que la 】igne mediane de la cour — 
roie soil dans un plan perpendiculaire a I'axe de rotation 
de la poulie ； mais il est sans inconvenient que la partie CD 
qui qui It e la poulie alt une cerlaine obliquite. Gela vient 
de ce que la courroie une fois appliqu6e en B sur la 

Fig, 1 10. 




poulie lourne avec elle et y est relenue ； la force oblique 
qui agit siiivant CD, tend la courroie et lui donne cette 
direction, mais ne la fait pas glisser, si Fangle de AB avec 
CD est assez aigu. Aiissi est-ce sur la partie AB qu'on agit 
a droite ou a gauche, qiiand on vent desembrayer la 
courroie. 

Cela pose, etant donnas les deux axes A et A', on m^nera 
line droite CCI qui leiir soit normale et dont les distances a 
ces axes soient respectivement egales aux rayons des pou- 
lies ( cette construction s'effectiiera facilement en proj etant 
les axes sur un plan qui leiir soit parallMe) ； les pieds O 
et O' ( fig. III) de ces distances seront pris pour centres 
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des poulies. Disposant alors la courroie comme I'indique 
la figure, le brln montant, oblique surle plan de la poulie 
inf^rieure qu'il quitte, est dans le plan de la poulie supe- 

Fig. III. 




rieure vers laquelle il se transporte ； le brin descendant, 
oblique sur la poulie sup^rieiire d'ou il vienl, est dans le 
plan de la poulie inf^rieure ou il va. 



184. Engrenages hyperboliq ues . ― Soient AB = w， 
A/B' = (o' les axes de rotation des roues R et R, [fig. 112); 
le mouvement de R/ relativement a R r^sultera de la rota- 
tion (I)' et de la rotation AB^ = to egale et contraire a AB ； 
soil encore CD I'axe instantane de rotation et de glisse- 
ment, dans ce mouvement helicoidal resultant. Faisant 
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lourner CD successivemeut autour de AB et de A'B'， on 
engendre deux hyperboloides de revolution H et H' qui 
sont les lieux des axes helicoidaux dans les corps R et R', 
Ces hyper bo lo ides primitifs sont tangents tout le long 
de CD (n® 108)； on pent le voir directement dans le cas 

Fig. 112 




actuel. Si I'on mene la normale MN au premier, elle ren- 
contre son axe AB et est normale a CD et par suite k la 
vitesse du point M, il en resulte qu'elle rencontre la droite 
A'B' conjuguee de la droite AB, done elle est aussi normale 
a rhypeiboloide H'. 

Pour trouver la forme des dents, on pourrait appliquer 



Fig. ii3. 




la constriiclion g^n^rale des surfaces enveloppes ； on se 
contenle ordinairement de slries trac^es le long des g^ne- 
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ratrices {Jig. 1 13 ). Comme il y a glissement le long de 
I'axe helicoidal, ces engrenages n'ont jamais lieu sans 
froltement. 



185. Vis sans fin, —— Elle est employee dans le cas fre- 
quent en pratique, oii les axes sont rectangulaires . 

Disons d'abord quelques mots des vis en usage. Consi- 
d^rons un cylindre circulaire droit, qui sera le noyau de 
la vis et prenons sur une dfes generatrices une longueur 
^gale au pas h, puis divisons-la en n parlies 6gales teHes 



Fig. 114. 



a 



d 



o 



que aa\ {fig* 1 14) et conslruisons un rectangle abed 

ayant un cote ad dirig^ suivant aa^ et de longueur au 

. li 
plus 化 ale a la moitie de aai, ad ^ 一 • Faisons de meme 

dans chacun des intervalles tels que aa^ , nous aurons 
ainsi le profil generateur de la vis auquel il siiffira (Tim- 
primer un mouvement helicoidal de pas egal a h, pour 
avoir la vis a n filets carres ； dans ce mouvement, le cote 
be engendre un cylindre concentrique au noyau de la vis 
et les c6les ab et cd des helicoides regies a plan directeiir. 

Le profil de 】a vis a filets triangulaires se compose de 
triangles isoceles egaiix dont les bases sont placees le long 
d'une generatrice du cylindre. 
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186. Dans la vis sans fin on emploie la vis a filet carre ； 
le mecanisme se compose d'une vis et d'une roue denlee 
se touchant dans un plan normal a Paxe de la roue et 
passant par celui de la vis, qu'on nomme plan meridien. 
Lorsque la vis tourne, son profil sitiie dans ce p]an meri- 
dien avance d，un mouvement uniforme, dans la direction 
de I'axe ； lout se passe done comme si la roue engrenait 
avec une cremaillere ne portant que des flancs. 

II suite de la, d'apres ce que nous avons vii pour la 
cremaillere, qu'il faut dormer aux dents des roues un 
profil en developpante de cercle. Mais il ne suffit pas que 
les intersections du plan meridien avec la vis et la dent de 
la roue se touchent, il faut encore qu'au point de contact 
les surfaces des deux dents aienl m^me plan tangent. Or, 
si r est la distance du point de contact a I'axe de la vis, 
I'angle constant i du plan tangent avec I'axe est donne par 

la formule tang i = et cet angle i est aussi F angle de 

ce plan avec le plan meridien. La surface d'une dent de 
la roue satisfaisant a cette double condition d'avoir pour 
section une developpante de cercle et de faire un angle 
constant i avec sou plan est I'helicoide developpable. Dans 
la pratique, on remplace I'helicoide developpable par un 
cylindre faisant F angle i avec I'axe de la roue. 

On complete le sysleme en donnant a la cremaillere 
des faces cycloidales et des flancs a la roue ； le contact a 
lieu alors de part et d'autre de la ligne des centres. 

Soient 0) et 0/ les vitesses angulaires de la vis et de la 
roue, n le nombre des filets de la vis, n! le nombre des 
dents de la roue ； appliquant le raisonnement du 171, 
on a 



La iheorle du frottement monlre sous quelle condition 
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I'engrenage de la vis sans fin est reciproque ； elle est 
amplement remplic qiiand i est voisin de 45°. 

2. 一 Transformation da moavement circalaire continv 
en rectiligne on circalaire alternatif. 

187. Bielle et manwelles, 一 On realise d'ordinaire la 
transformation. cTun mouvement circulaire continu en clr- 
culaire alternatif, dans le cas des axes paralleles G et C'， a 



Fig. 1 1 5. 




I'aide de deux manivelles CA， hi (Jig, 1 15) unies par 
une bielle AA'. 

L'intersection I des normales CA, C'A' aux trajectoires 
des extremities de la bielle est le centre instantane de 
rotation de cette tige, d'ou, pour 】a relation enire les 
vitesses angulaixes des deux arbres, 

(.) r 一 AT 一 sin A' 
u) V ― A'l ― sin A 

ou 

tor sin A = sin A', 
ou encore, en abaissant des points G et C les perpendi- 
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culaires CP, CP' sur la bielle, 

w X cp=:co' X cyp. 

Ainsi les vitesses angulaires sont reciproques aux dis- 
tances des centres a la bielle. 

II est Evident que le seul des deux moiivements qui 
puisse etre continu est celui de la plus petite manivelle 
CA; la condition necessalre pour qu'il en soil ainsi est 
que la longueur I de la bielle soil au moins egale a la 
distance DE' 

l^d 4- r 一 r', 

formule dans la quelle d repr^sente la distance des axes 

Fig. 116. 



/ 



B 



G et C'， r et r' les rayons des manivelles ； quand cette 
condition est remplie, dans un tour complet de la mani- 
velle A {Jig. 1 16) l，arc BB' est decrit deux fois. Les 
points B et B' s'obliennent d'ailleurs en d^crivant de G 
comme centre des arcs de cercle de rayons / + r et / 一 r. 




188. La transformation d'uD mouvement'circulaire con- 
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tinu en recti ligne alternalif s'op^re a Faide de la bielle a 
manivelle, des excentriques ou de la coulisse de Ste- 
phenson. 



189. Bielle d man we lie. ― Ce moiivement n'est 
qu'un cas particulier de celui qui precede ； le point A'， au 
lieu de d^crire uq arc de cercle, se meut en ligne droile 
i^fig. 1 1 ^). On realise cette transformation de mouve- 



Fig. II 




ment en articulant la bielle en A! avec une tige A'B' 
assujettie, k l，aide de glissieres, a prendre un mouvement 
rectiligne dont la direction passe par le point G. 
La vitesse de la tige est donnee par la formule 

la droite CK. etant menee normalement a CA, jusqu'a sa 
rencontre avec la direction de la bielle. 

Determinons la loi du mouvement de la tige; on a 

CA' 二 L 二尸 cos 6 -h / cos A' ； 

or 

• r , 

sm k! 二飞 sin &二 k sin 6, 
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d'ou 

… k、 . 

2 



COS A' = (i 一 sin*A')¥ 二 i ― ― sin'O g- sin* 一 … 



厂 



Le rapport k = 飞 n'est jamais plus grand que |j aussi 
neglige-t-on le terme en k、 et les suivants ； on a alors 

L = r cos 6 -h / 一 I ― sin' 6 = /-+- r ( cos 6 sin* | - 

2 \ 2 / 

190. Excentrique circulaire, 一 II se compose d，im 
plateau circulaire en m^tal, cal^ sur I'arbre moteur G^n 
un point autre que son centre O {fig* 1 18); ce disque 

Fig. ii8. 



B 



est embrasse par un collier aa、 appel^ bague et 
porle deux tiges nominees barres excentrique, servant 
a le relier a F extremity A de la lige AB qu,on veut faire 
mouvoir d'un mouvement rectiligne alternatif suivant la 
direction BA passant par l，axe C de rotation. 

Les longueurs des droites OA et CO ne changeant pas 
pendant la marche, le mouvement de I，extr6mit6 A de la 
lige est exactement le meme que si ce point se trouvalt 
relie a rexlremite de Farbre C par rinlermediaire d'une 
bielle OA et d'une manivelle GO montee sur cet arbre. 

Dans I'excentrique le frottement est plus considerable 
que dans le syst^me bielle et manivelle; on rempidie 

ViLUB. 一 Cinematique, i6 
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quand rexcenlricit^ CO est trop petite pour permettre 
Pusage de la manivelle. L'excenlrique pr^sente cet avan- 
tage de pouvoir se meltre en un point quelconque de 
Faxe ； la manivelle, an contraire, a moins d'emplojer un 
arbre coude, ne pent 存 tre cal^e quk I'extr^mite de I'arbre. 

Dans les machines a vapeur, on se sert de bielle a ma- 
nivelle pour les effels priacipaux, coinme la transforma- 
tion du mouvement du piston en mouvement circulaire ； 
rexcentrique s'emploie pour le mouvement du tiroir. 

191 . Excentrique a came, 一 Get organe est employe 
dans les machines pour transformer un mouvement de 
rotation uniforme en iin mouvement rectiligne suivaot 
une loi qu'on s'impose a volenti . 

Proposons-nous de trouver le profil d'une came, dans 

Fig. 119. 
B 




le cas ou la direction AB {Jig, 1 19) de la tige a faire 
mbuvoir coupe normalement I'axc G de rotation de la 
came, le mouvement de la tige 



etant donn 豸 pour un tour entier de I'axe 
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Solt CAo le rayon vecteur de la came, qui avail la direc- 
tion AB k rinstant initial, on aura 

二 u)Z， 

d'ou I'^quation en coordonn^es polaires du profil cherch^ 




Donnons-nous, par exeraple, comme condition, que le 
mouvement de la tige soil uniforme pour un demi-tour 
du plateau 

r = a -\- bty 

I'eq nation du profil de la came correspondante sera 

厂二 a H 6 : 

c'est la courbe connue sous le nom de spirale d'Archi- 
m^de ； on prend seulement la portion de cette courbe 



Fig. 120. 
B 




comprise entre les valeurs zero et % de I'angle polaire et 
on la complete par une autre spirale sym^trique de la 
premiere par rapport k I'axe polaire. 

Le profil de cette came qu'on nomme, a cause de sa 
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forme, excentrique h coeur, joult de la propriety sui- 
vanle : les s^cantcs AA' passant par le p61e C out une lon- 
gueur constante. On a en effet {fig* 120) 



d'ou 



CA = a -h - 6, CA' = a4- -(tc — 0), 



It 

AA' = 2 AT + 6 — 二 const. 

CO 



L 'inconvenient de cet appareil, c'est que la vitesse de 
la lige AB change brusquement de sens quand le point A 
de la tige passe en D ou en D' ； on n'y remedie que bien 
imparfaitement en arrondissant les angles de la courbe. 

192. Excentrique circulaire a cadre, 一 Dans cet 





Fig. 


131. 
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1 、 

1 






1 
I 
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\ 





a,' 



A' 



excentrique la came est circulaire et a git par contact sur 
un cadre rectangulaire fix6 k la lige AB {Jig, 121). 

Le chemin CA parcoiiru par le point A de la tige est 
donne par la formule 



CA =:R + r cos6 
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dans laquelle r d^signe l，excentricit6 et R le rayon de la 
came ； ce mouvement est sinusoidal. 

193. Excentrique triangulaire, 一 Get excentrique 
sert k transformer un mouvement circulaire continu en 
un mouvement rectiligne alt6rnatif avec intermittences. 
Voici comment on d 豸 termine la came. On prend un 
triangle Equilateral OAB {Jig* 122), dont un sommet O 



Fig. 122. 




e€t sur I'axe de rotation el I'on d^crit des trois sommels 
des arcs de cercle ayant pour rayon 】e c6t^ r du triangle ； 
on a ainsi un triangle Equilateral curviligne qui constitue 
la came lournant autour du sommet O. On donne au 
cadre une hauteur ad = r, en sorte que les cotes hori- 
zontaux du cadre sont lou jours touches I'un par un som-' 
met, I'autre par le c6l^ oppose de la came. 

Un tour complet de I'arbre se divise en six periodes 
豸 gales; pendant la premiere, le cot^ siiperieur du cadre 
reste constamment tangent a l，arc AB et le cadre est 
immobile ； dans la seconds periods, le c6t^ ab du cadre 
s'appuie sur le sommet B de la came tandis que OA est 
tangent a a' b', enfin dans la troisieme 】e sommet A con- 
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duit 】e c6i6 dV et OB est tangent a ab. Dans ces deux 
derni^res p^riodes 】e cadre descend d'un mouvement 
sinusoidal. Les Irois autres periodes sont sym^triques 
des premieres. 

Ces excenlriques ont 6te quelquefois employes pour la 
distribution de la vapeur dans certaines machines d'un 
type particuHer. Comme ils deve)oppent un frottement 
considerable , on ne s'en sert que pour transmeltre 
des efforts faibles et dans le cas de mouvements ires 
lents. 

194. Coulisse de Stephenson. —— Elle a et^ imaginee 
par Stephenson d^s le principe de la decouverte des ma- 
chines a vapeur, dans le but de distribuer la vapeur et de 
changer a volonl^ le sens de la marche dans la machine. 
Pour les locomotives, elle est presque exclusivement 
employee. 

Une coulisse circulaire CC est artlculee a ses extre- 
mit^s avec deux bielles Cc, QJc' {Jig. laS) mues par deux 
excenlriques monies sur'le meme arbre O; dans la cou- 
lisse peut glisser un coulisseau E， auquel est articiilee la 
tige EF du liroir qu'on veut faire mouvoir d'un mouve- 
ment rectiligne alternatif. Ce mouvement est assure soil 
par une glissiere, soil approximativement par un levier 
tournant autour d'un point fixe et appele bielle de sus- 
pension. 

Enfin un levier coude ABD dont le sommet B est fixe, 
est articul^ d'une part par une barre DC a la coulisse, 
d'autre part a une lige rigide AN qui la relie a une 
poign^e M a la port^e du mecanicien. En manoeuvrant le 
levier MO, ， qui tourne autour de O, ， on peut Clever ou 
abaisser verticalement Ja coulisse CC. 

Ay ant fixe la poignee M dans une position determin^e, 
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le levier ABD est fixe et le point C de la coulisse est 



Fig. 133. 




r 



par suite assujettl a decrire un arc de cercle ay ant pour 
centre le point D ； CD est la hie lie de relevage* 

19S. Theoreme de Philipps. 一 Le point T de rencontre 
des bielles des excentriques, leur centre O de rotation 
et le centre instantane I de rotation de la coulisse 
sont en ligne droite, 

Soient {Jig* 124) O I'axe commun de rotation des 
deux plateaux d'excentnque dont les centres sont en A 
et A' ； AB et A'B' les deux barres d'excenlrique; C le 
point d'articulation de la bielle de relevage dont le point 
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D est fixe pendant le mouvement. Le point C decrlvant 
un cercle de centre D, le centre instantan^ de la cou- 
lisse se trouve sur celte droite, soil I ce point. Les droltes 
OA et IB etant normales aux trajectoires des points A 
et B, le centre intantan^ S de la bielle AB est au point 



Fig. 1^4. 




de rencontre de ces deux, droites ； de m 纟 me le centre 
instanlan^ de A'B' est en S,. 

Soient G) la vitesse de rotation de l，arbre des excen- 
triques, w' la vitesse de rotation instantan^e de la coulisse, 
(i>« et les vitesses des rotations instantan^es de AB et de 
A'B'; egalant les deux expressions de la vitesse du point A, 
on a 

to X OA 二 X SA; 
on a ^galenient pour le point B 

to, X SB = 0)' X IB, 
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d'ou 

0>' OA X SB 



(0 SA X IB 
Nous aurons de m&me avec la seconde barre A'B' 

w' OA'xS'B' 



(0 一 S'A, X IB' 

d'ou 

OA X SB _ OA' X S'B' 
SA X IB ~ S'iV X IB' ' 

Menons IN parallMe a AO, IN' parall^Ie k A'O, nous 
avons 

SA X IB 一 S'A, X IB' 



一 SB ' ― SB, , 

on peut done ecrire I'^galit^ pr^c^demment obtenue 

OA _ Qk! 

done les trois droites 10, BA et B'A' sont concourantes 
et le centre instantane I de la coulisse est k I'interseclion 
des droites TO el DC. 

On peut encore d^montrer le ih^or^me de Philipps en 
s'appuyant sur le ih^oreme g^n^ral suivant : 

196. THEORiiME. ― Le lieu dit centre instantane d'une 
tige d，un systeme incomplet, auquel il ne manque 
qu'une liaison, est une droite, 

Soieat, en effet, [x et deux mouvements possibles de 
la piece dans son plan, I| et I2 les centres instantan^s 
correspondants, le mouvement resultant de ja, et {jl2 est 
encore compatible avec les liaisons et a lieu autour d，iin 
centre instantane I situe sur I4 12, et comme le rapport 
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― des vilesses angulaires est arbitraire, puisqu'il manque 
j^， 

une liaison, le lieu du point I est la droite 1,1^. 

Cela pos 谷， la coulisse est un systeme a liaison complete, 
car la position de I'un de ses points ^tant fixee, il en est 
de m^me de tout le systeme et le centre instantane d'une 
quelconqiie des pieces est entiereraenl delermine ； mais 
si nous coupons 】a bielle de relevage, on aura un systeme 
k liaisons incompletes. Parmi les mouvements de la coulisse 
compalibles avec ces liaisons incompletes, on aura d'abord 
une rotation au tour de O et dans celte rotation le point 
O est le centre instantan^ de rotation de la coulisse ； nous 
en aurons un second en fixant les points A et A'. Dans ce 
second mouvement le point B est sur un cercle decrit de 
A com me centre, le centre instantane est done sur BA.; il 
est de meme sur B' A', done il est au point T de rencontre 
de ces deux droiles et la droite TO est le lieu des centres 
instantan^s de la coulisse. SI maintenant on retablit la 
liaison, le centre instantane 1 sera au point de rencontre 
de TO el de DC. 



197. Etude analytique de la coulisse de Stephenson. 
一 Dans la pratique on prend OA 二 OA' = r e t AB = A'B' ； 
soil OM = R {Jig' 125) la manivelle du piston qui com- 
munique le mouvement a Farbre 0， on fait en outre 

AOM = A'OM〉 - et I'on appelle angle de calage Pangle 
a defini par la relation AOM = - -f- a. Les deux excen- 

2 

triqiies et la manivelle OM du piston ^lant cales sur 】e 
meme arbre, F angle de calage a est une constante. 

Supposons maintenant que la distribution de la vapeur 
soil commandee par un seul excentrique articule par une 
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bielle avec la tige du piston, el soil la direction com- 
mune des tiges du piston et du tiroir. On appelle elonga- 
tion du tiroir la quantity donl il s'ecarte de sa position 



Fig. 25. 




moyenne ； en comptant les Elongations dans le seas Ox^ 
celle du piston est 一 R cosO, et celle du tiroir 

― r cos ( 6 4- ~ -h a I = r sin(6 4- c). 
V 2 / 



Cetle derniere sera maximum quand on aura = a, 



2 



c'est-a-dire pour la position OB faisant avec Oy F angle a 
{Jig* 126). Si l，on m^ne par O une perpendiciilaire CC' 
a OB, elle fera avec 0«r Fangle a, et Tangle 6 + a pour un 
point quelconqiie M sera I'angle COM; il en r 豸 suite qu'en 
deux points M et M' symetriqiies par rapport a BB'， 
sin(6 + a) reprend la meme valeiir et 1' elongation du 
tiroir est la mime. 
On a 

OR 二 R cos ROM z=Rcos(0-ha — - 

2 



-R sin(0 + a), 

八 TT OR Rsin(e-4-a) 

UH 二 -： — 二 ： ： 

sin a sin a 

on pent exprimer OH en fonction de I'^longation x du 
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tiroir 



d'ou 



= r sin (6 4- a)】 



0H = 



r sin a 



Solent el X\ les Elongations des points ou la lumiere 
commence k 6lre ouverte ou ferm^e par le tiroir o > o 



Fig. ia6. 




sera le recouvrement ext^rieur, a?, <;o le recouvremenl 
int^rieur. Si x';> Xq il y a admission, si x est compris 
entre et la lumiere d^admission est couverte, il y a 
detente ou compression. En fin si x < x、 la lumiere (Tad- 
mission est d^masqii^e, elle communique avec la lumiere 
d'echappement. 

Prenons sur le diametre horizontal AA' deux points 
Ho et H, lels que 

OHo 二球， OHi 二 

r sin a r sin a 



et par ces points menons deux droltes parallMes faisaut 
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avec AA' un angle a, la droite DE correspond k I'^lon- 
gation et GF a F elongation x、. Cela pos^, supposoDS 
que la demi-circonference sup^rieure corresponde a la 
course d'aller du piston et la demi-circonfercnce infe- 
rieure a la course de relour, et considerons la course d'aller : 

Le bouton M ailant de A en E, il y a admission ； 

» » de E en F, il y a detente ； en F T^chappe- 

ment commence ； 
» » de F en A'， il y a echappement anticip6. 

Pour la course de relour : 

Le bouton M ailant de A' en G, il y a echappement edstiftti ； 
» » G en D, il y a compression ； 

» » D en A, il y a admission anticipee. 

Ce diagramme donne k la fois la duree de ces divers es 
p^riodes et le chemin parcouru par le piston pendant 
chacune d'elles. Par exemple, I'arc EF repr^sente le temps 
de la detente, puisque le bouton de la manivelle d^cril 
la circonf^rence (Tun mouvement uniforme. Le chemin 
parcduru par le piston sera la projection horizon tale de 
I'arc decrit par le bouton M. 

198. II est alors facile de voir Pinflueiice de la coulisse 
de Stephenson sur les differentes periodes d' admission, 
de detente ou d'echappement de la vapeur. 

Soient OM la manivelle molrice, BB' la coulisse cixcu- 
laire {Jig. 127), E le coulisseau auquel est fixee la lige du 
tiroir dont le prolongement passe par I'axe O de rotation ； 
posons 

OA 二 OA, 二 AB:=A,B, = /， 

AOM =A'OM=: - + a, 

2 

corde BB' =： 2c, BJ = c — w. 
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Nous consid^rerons, dans le calcul c, r et m comme des 
inGniment petits el nous traiterons r qui est le plus petit 
comme du second ordre, enfin nous negligerons les infi- 
niment petits du troisi^me ordre. Vu les dimensions de 
I'appareil, ces hypotheses peuvent &ire admises ； elles en 



Fig. 127. 




simplifies t la th^orie tout en conduisant a des resultats 
tr^s approch^s de la reality. 

Appelons a, b et b' les projections des points A, B et B' 
sur I'horizontale Ox, et e P angle infiniment petit de BB' 
avec la verticale ； on a , . 



Jb J 6' bb' 



C 一 U C U 2C 

d'ou 



0h^{0b — 0b') 



2C 

C 一 U 



2C 



=zOb h 6' 

2C 2 C 
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£valuons 06 et Ob', 

Od = Oa-j- ab, 
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Oa = r cos 



； + CC)] 二 rsij 



7c ― 6 H ha) zn r sin(6 + a), 



. a o 

(Bfc — Aa)* 二 — 2Aa x Bd-hAa'. 

Bb est du premier ordre et Aa du second comme r, le 
deuxi^me et le troisi^me terme sont done du troisi^me et 
du quatrieme ordre et ron pent, avec l，approximation a 
laquelle nous nous arr^tons, remplacer (Bb 一 Aa)^ 

par B62， or 



B6 = BJ cose 二 〔c ― u) I i 一 2 sin- 一 

\ 2 

et comme c 一 u est du premier ordre ainsi que e, on a 
encore, an Iroisieme ordre pr 谷 s， 

Bb = c 一 u 

et 

" c 一 u 



ab 二 q I、 一 (c 一 uy 二 / 
ou en developpant 



I 



e t en fin 



ab 二 I 一 ― —— r— y 

21 



O6 = rsin(0-4-a) -I- /— (卜 "）、 

2 I 



八， • /V A • , (C — M)， 

06 =： r sin6 cosa -+- r cos6 sina 4- / —— -, — ： 

21 

on en deduit 06' en changeant et ^ en 一 et 一 

• ' (c-\~ u)* 
Ob'= 一 r siaO cosa + r cos sin ot + / ； ~ ' 

2 I 
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Portant ces valeurs dans Fexpression de 0J， on a 

ru . ^ ^ . , c- ― M， 

OJ = 一 sm cos a + r cos 6 sm a + / 一 



c 2 / 

Calculous JE; on a approximativeraent , en appelant p 
le rayon de la coulisse circulaire, 

TP JB X JB' c， 一 "， 

J Hi = 一 



2p 2 p 

et 

OE OJ + JE 二 一 sinO cosa + r cos 9 sin a + I 

c 

c* 一 / I I 

+ ——― ( 一 ； I 9 

2 \ p I) 

u variant tris peu quand la barre de relevage est fixe, la 

XJ^ f I I \ 

valeur moyenne de OE est /h —— f - — yj. II faut 

qu'elle soil constante etindependante de i/， parce qu'il est 
n^cessaire que la position moyenne du liroir corresponde 
au milieu de la lumi^re d ，色 chappement, c'est ce qu'on 
obtient en prenant p = 1， 谷 lo ligation du tiroir est alors 

ru • • 
X ― 一 smO cos a + r cosO sin a. 

c 

Nous regarderons u comme ind 谷 pendant de pour une 
position donn^e de la barre de relevage, el nous poserons 

ru , • 

一 cos a ― r cosa , r sin a = r sma , 
c ' 

d'ou 

X = r'sin(a' + 6), 

ce qui nous montre que le tiroir se comportera comme 
s，il n，y avail qu'un seul excentrique ayant pour rayon r' et 
pour angle de calage 4'. 
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Le nouvel angle de calage ol est donn^ par la formule 



c 



tang a' — 一 tang a; 



u 



il varie avec u, pour 



M = c， 



M 二 o, 



a =： a, 



.1 



a' 二 一 

2 



M 二 一 c, a = TT 一 a. 



Voyons comment va varier le diagramme qui repr^sente 
les diverges circonstances de la distribution quand on 

Fig. 128. 




0' Di 



manoeuvre la barre de relevage ； remarquons que les 
points Ho el H, restent fixes quand a! varie, on a, en effet 

Lfig' 128)， 

R J7o R 



OHo 二 



r， sin a! 



r sin a 



Disposons d'abord la bielle de relevage de telle sorle 
que u = c, a' a sa valeur minimum et les points E et F 
sont en E。 et F。 ； avangant la bielle de relevage, les droites 
DE, GF prennent les positions D,E', G'F'. La dur^e de 

ViLUE. 一 Cinematique. 17 
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la detente Slant proportionnelle a EF a augmente, car 
E'F' 〉 E。 Fq el en m^me temps la course dii piston pendant 
la detente augmente, car I'arc EF croit et prend unc posi- 
tion moins inclin^e sur AA' ； on augmente aussi la duree 
de radmission anticip^e et de la detente anticip^e. 

Quand i/ = o, l，ang】e de calage a' 二;, l,ad mission an- 

licip^e DA est ^gale a radmission utile AE ； le travail de 
la vapeiir est n^gatif pendant radmission anticipee et 
positii* pendant radmission utile. An bout (Tune course 
du piston le travail oper^ sera nul ； on est an point mort. 
Continuant k lourner le levier de la bielle de relevage 
jusqu ，& ce que u ― —— c, Pangle a, devient obtus et egal 
^ 7： 一 a, radmission anticipee D|A est plus grande que 
radmission utile, le travail de la machine est negatif et 
I'on marche a centre vapeiir. 

3. 一 Transformation da mouvement circalaire alternatif 

en rectiligne alternatif. 

199. Celte transformation de mouvement est realisee 
(Tune lia^on approchee par deux balanciers avec contre- 
balancier et le parall^logramme Watt, et d，ime mani^re 
rigoureuse par Finverseur Peaucellier. 

200. Balanciers et conlre-balancier, — Ce systeme 
se compose de deux balanciers ^gaux OA, O'B mobiles 
le premier an tour du point O, le second aulour de 0' 
{Jig. 129) et dont les extremites sont reunies par une 
bielle. Le point C, milieu de cette bielle, d^crit une 
courbe qui differe tres pen d'une droile sur une cerlaine 
etendue. Pour le demontrer, nous remarquerons d'abord 
que le centre instantane de la bielle AB est au point; I de 
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rencontre des normales OA et O'B aux. trajectoires des 
points A et B， et par suite que CI est la normale a la 
courbe cherch^e. En outre, cette courbe passe par le 
point C| milieu de 00' car, quand Ics balanciers OA 
et O'B deviennent parall^les, 】a bielie est coupee en son 

Fig. 129- 




milieu par la droite 00'; le centre instanlane de rotation 
correspondant etant rejete a I'infini dans la direction 
commune a OA, et 0'B,， la tangente au point C， est 
normale a ces droites. 

Ce point C| est de plus un centre de symetrie de la 
courbe, car la droite 00' et sa perpendiculaire C, sont 
evidemment des axes de symetrie de la Irajectoire dii 
milieu G de AB， et comme C, est sur la courbe d^crite par 
le point C, c，est un point d^inflexion de celle courbe. 

201. En pratique , on dispose les choses comme 
suit : rexlremite A du premier balancier OA d^crit I'arc 
A, A2A3 {fig- i3o) dont la corde A, A3 est verticale: on 
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joint le point A, au milieu C， de】a fleche horizontale AjP 
et l，on prolonge cette droite d，une longueur C,B, ：= A,C, ; 



Fig. i3o. 



Fig. i3i. 




c' 



le point B| sera sur la verticale du point Aa, milieu de 
la course du point A, en veriu de I'egalite des triangles 
AiC,P， AjiC,B，. Pre nan t sur cette ra^me verticale une 
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longueur 

BiB3 = 2AjBi=iA,As, 

on aura les extremites de Fare 84 63 B3 = arc A| Aa A3 
decrit par le point B du deuxieme balancier O'B. 

Les positions extremes A,B,， A3B3 de la bielle sont 
paranoics puisque 6463 est egal et parallele a A| A3 ； de 
plus si Bjj est le milieu de I'arc B4B3, la droite A2B2 = PQ 
comme diagonales d'un m^me rectangle ； or PQ = AiB" 
done A2B2 est la position moyenne de la bielle, et dans 
cette position les deux balanciers sont horizon taux. 

De ce qui precede il resiilte que la tangenle au point 
d'inflexion G2, qui est en m^me temps centre de sym^trie, 
est la verticvale GiCa, et que les tangenles aux points 
extremes C, et C3 de la trajectoire du point C sont pen 
^loignees de la verticale, puisque I4 et I3 centres inslan- 
tan^s de la bielle correspondants aces positions extremes, 
sont peu eloignes, respectivement des points O et O'. 

La trajectoire de C, que I'on nomme courbe a longue 
inflexion, aura done la forme qu'indique la fig, i3i， elle 
presentera Irois points d'inflexion et se rapprochera beau- 
coup d'une droite verticale. 

Gonnaissaat Fangle 2 a que font entr'elles les posi- 
tions extremes du balancier OA, on peut calcuier F angle 
maximum ^ que la bielle fait avec la verticale ； soient 
0A=: 0'B = L et AB= 2/, on a 

. ^ 4 A.2 P L( I ― cos a) L . . a 

sin S 二 - ~ ； ~~ 二 ； 二 — sin' 一 ： 

「 / 2/ / 2^ 

en pratique, P angle a ne d^passe jamais 18®, et qiioique 
L soit notablement plus grand que /, P angle p est tr^s 
petit. On peut done ^crire approxima ti ve men t 
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202. Proposons-nous actuellement de rechercher I'ecarl 
maximum du point C avec la verticale C1C2C3 ; il faut dis- 
linguer deux sortes d'ecart, Fecart lineaire e ou distance 
du point C a la verticale moyenne et I'ecart angulaire 
X de C2C avec la verticale ； on a 

e=:C,Gx sinX<C,C X X, 

or 

sin a < L»7, 

done 

£ < LaX. 

Pour Irouver la relation en Ire la valeur maximum >^， de 
X et I'aiigle p， nous demontrerons d'abord le ih^oreme 
suivant : 

Soit OABO' une position du systeme, si par le point 
O on mene OH egal et parallele a AC ； I， angle CC2H est 
droit {/ig- 1 32》 

SI, en effel, on mene les deux droites OB et GH qui se 
coupent en K, les deux triangles CBK, HKO sont egaux ； 
le point K etant par suite le milieu des droites CH et BO, 
on a 

2 2 

si done de R comme centre avec ^ comme rayon, on decrit 

line denii-circonference, elle passera par les trois points 
C, C2 et H， done I'angle CC2H est droit. II en resalte que 
r^cart angulaire \ est ^gal a I'angle de C^H avec 】，hori- 
zo ntale ； cet angle X est d'ailleurs mil aiix points extremes 
C| et C3 et au point d'inflexion C2, done les points corres- 
pondanls H, et H3 qui se confondent el le point H 

2 sont sur 

I'horizontale de C2. D'ailleurs le lieu des points H ^tant 
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c'est la relation cherchee. 

On en deduil successivement 



L 



2L 16/- ― 32 / 



et 



£< 



7. 



une circonftrence decrite de O comme centre avec la demi- 
longueur / de 】a bielle comme rayon, on a approximati- 
vement 

一 EF — 1(1 ― cos [3) ― /酽 
1 二 L =71^ 

Fig. i32. 

A 
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On prend d'ordinaire 

丄— I 
E 二？ 

on Irouve alors 

L 

2392 

Avec un balancier de 2™ par exemple (c'est un grand 
balancier), I'^cart lin^aire maximum est inferieura 0™， 00 1 ， 
c，est a peine le jeu de I'appareil. 

203. Parallelo gramme de Watt, ― II se compose 
de deux balanciers OA, O'B reunis par la bielle AB et d'un 

Fig. i33. 




parallelogramme articule AEDB tel que le cote AE = OA 
est le prolongement du balancier OA {Jig. i33). 

Si Fori joint OD, cette droit e passe constamment par le 
milieu C de AB et l，on aOD = 2 0C， done les trajectoires 
des points C et D sont des courbes semblables et le point 
D d^crit comme le point C une courbe a longue inflexion. 

En theorie ce systeme ne differe en rien du premier, 
niais en pratiqu e ii presente sur lui de pr^cieux avantages 
qui le font employer presque exclusivement. 

1。 Pour un mouvement rectiligne d' amplitude donnee, 
le balancier O'B est moiti^ moins long, par suite la machine 
tient moins de place. 
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2® On a deux points D et C qui decrivent sensible- 
ment des lignes droites ； alors on articule la lige du pis- 
ton en D et celle de la pompe du condenseiir en C. 

204. Inverseur Peaucellier, —— On a cru pendant long- 
temps que la transformation sans guides d'un mouve- 
ment circiilaire en un mouvement rectiligne simultanement 
alternatifs n'^tait susceptible que d'une solution appro- 
ch^e ； le general Peaucellier a Irouve un m^canisme tr^s 
simple en th^orle et qui conduit a une solution rigoiireuse 
du probl^me. 

Soient ABCD 、fig. i34) un losange articule et I la 



Fig. i34. 




X K 



longueur commune de ses cot^s ； les sommets B et D sont 
relies a un point fixe O par des tiges rigides egales, de 
longueur L. Le triangle OBD ^tant isocele, les points A 
et C se trouvent sur sa hauteur et la figure reste sym^- 
trique par rapport a la dlagonale AG du losange. 

Du point D comme centre avec / pour rayon, decrivons 
line demi-circonf(6rence , elle passera par les points G et 
A el l，oii aura 

OA X OC 二 OE X OF 二 L ，一 二 const. : 
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les deux points A et C d^crivent done deux courbes trans- 
form^es I'une de I'autre par rayons vecteurs reciproques, 
de Ik le nom d, inverse ur donn^ parfois a Fappareil de 
M» Peaucellier. Cela pos6, la transform 豸 e d'lin cercle pas- 
sant par le centre de transformation ^tant une droite, si 
ron relie le point A aun point fixe I par une bielle de lon- 
gueur ^gale a 10, le point A decrira un cercle passant en 
O et le point C une droite CK normale a la direction 01. 

Le losange de Peaucellier fournit autant de points qu on 
le veut, animes d'un mouvement rectiligne parallele aCK; 
articulons en effet, en deux points sym^lriques D' etB' des 
brides OD et OB, deux tiges 一 ales D'C, B'G articul^es 
en C,; le point C se mouvra en ligne droite, a la condition 
que 

OD' __ D'C 
OD DC ' 

Le parallelogramme de Watt fournissant une solution 
tres sufQsamment approchee pour la pratique est presque 
exclusivement employe, parce qu'il est moins encombrant 
que I'inverseur Peaucellier. 
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